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6 ANALISE MATEMATICA I-Bem-vindo ao médulo Anélise Matematica I

Médulo ANALISE MATEMATICA 1

Bem-vindo ao médulo ANALISE MATEMATICA I

“...E nunca considere seu estudo como uma obrigagdo, mas sim como uma oportunidade invejdvel de aprender, sobre a influéncia libertadora da beleza no dominio do espirito, para seu

prazer pessoal e para o proveito da comunidade & qual pertencerd o seu trabalho futuro.” Albert Binstein

Nos dias atuais, a principal ferramenta utilizada para auxiliar o pensamento é o computador. Esse instrumento foi desenvolvido principalmente por engenhei-
ros, fisicos e matemdticos. Na primeira metade do século XX, a histéria das maquinas de computagao envolveu mais estatisticos, fisicos e engenheiros elétricos
do que matemadticos. As maquinas de calcular de mesa e os sistemas de cartdes perfurados eram indispensaveis para negécios, bancos e ciéncias sociais. A régua
de calcular tornou-se o simbolo do engenheiro, e integradores de varios tipos eram usados por fisicos, geodesistas e estatisticos. A situagdo mudou por volta de
1940 devido ao envolvimento de matematicos no esforgo de guerra. Embora a maior parte do esforgo viesse de fisicos e engenheiros, muitos mateméaticos jovens
desempenharam um papel importante no desenvolvimento do computador eletrénico digital automatico. Trés desses matemadticos notaveis sdo John Von Neumann
(1903-1957), Norbert Wiener (1894-1964) e Alan Turing (1913-1954).

A sociedade atual atribui extrema importancia ao computador. Profissionais como cientistas e engenheiros de computagao, programadores, analistas de
sistemas, entre outros, ocupam posi¢oes de destaque gragas a essa ferramenta. Todos esses profissionais baseiam-se em disciplinas como légica, algoritmos,

estrutura de dados, matemética discreta, geometria, estatistica, entre outras, que foram desenvolvidas ao longo dos séculos anteriores. Um profissional de

computagdao que possui conhecimentos em matemaédtica é capaz de resolver problemas complexos, apresentando solugdes claras, organizadas, criativas e eficientes.
As empresas estdo cada vez mais em busca de profissionais com esse perfil, pois os desafios atuais sdo cada vez maiores e exigem conhecimentos mais sélidos. A
geometria desempenha um papel fundamental no processo criativo desses profissionais, pois facilita a abstragdo do mundo real, permitindo a criagdo de novos

modelos com facilidade e precisao.

No dinamico universo da era atual, é imprescindivel possuir conhecimentos bésicos, especialmente para profissionais da 4rea de computacio, independen-
temente de serem mais técnicos ou voltados ao gerenciamento de projetos. Essa base de conhecimento é um diferencial para aqueles que buscam o sucesso e,
ao mesmo tempo, é fundamental para a sobrevivéncia no mundo atual, onde a quantidade de informagGes é imensa e os avangos tecnolégicos sdo extremamente
rapidos. Podemos afirmar, portanto, que para compreender o mundo contemporaneo é necessiario acompanhd-lo, e nesse sentido, a matematica aliada & computacao

se tornou uma linguagem indispensével.

O presente médulo Analise Mateméatica I é composto de dez unidades. Cada unidade tem uma componente tedrica, reforgada de exemplos claros e ilustrativos,
que permitem assimilar rapidamente os conceitos, defini¢des e teoremas expostos. Seguem-se exercicios de aprofundamento e consolidacdo do material. No final

de cada unidade temos exercicios e perguntas para autoavaliagao.

O limite e continuidade sdo ideias chaves na Matemadtica. A expressdo continuo é comum mesmo na linguagem quotidiana. Usamos esta palavra, em particular,
para caracterizar mudangas que sdao mais graduais do que espontédneas. O seu uso estd mais relacionado com a ideia duma fungao continua. Nas aplicagdes da
Mateméatica nas ciéncias naturais e econémicas, uma fungio representa habitualmente a variacio de certo fenémeno ao longo do tempo. A continuidade da funcio
ird entdo reflectir a continuidade do fenémeno no sentido dum desenvolvimento gradual sem variacdes repentinas. Podemos, por exemplo, modelar a temperatura
do corpo humano como uma fungdo do tempo. Aqui podemos assumir que ela varia continuamente e que nao salta dum valor para outro sem passar através dos
valores intermedidrios. Por outro lado, se considerarmos o preco do barril de petréleo num certo mercado, esta funcdo do tempo serd descontinua. Uma razdo para
isto é que o prego (medido em délares ou numa outra moeda) deve sempre ser um nimero racional. Outra razdo, mais interessante, para saltos ocasionais enormes
no preco é a repentina chegada de noticias ou rumores que afectam significativamente a funcdo da procura ou da oferta, por exemplo uma mudanca brusca no
governo dum pais exportador de petréleo.

Um dos tépicos importante em muitas disciplinas cientificas é o estudo de quanto rapidamente as quantidades variam ao longo do tempo. De modo a calcular
a posicdo futura dum planeta, prognosticar o crescimento da populagdo duma espécie biolégica ou avaliar a procura futura duma mercadoria, precisamos de

informagao sobre as taxas de variagao.

O conceito usado para descrever a taxa de variagio duma funcdo é a derivada, que é conceito central da Andlise Matematica. Isaac Newton (1642-1727) e

Gottfried Leibniz (1646-1716) sao os fundadores do Célculo Diferencial e Integral, que se tornou o fundamento para o desenvolvimento da ciéncia contemporanea.

Encontrar a melhor forma de realizar uma tarefa concreta envolve o que chamamos problema de optimizacio. Os exemplos abundam em quase todas as dreas

da actividade humana:

um gestor procura por aquelas combinacdes de factores (tais como capital e trabalho) que maximizam os lucros ou minimizam os custos,
um médico pode querer saber quando é o melhor momento do dia para injectar uma droga de modo a evitar que a concentragao no fluxo sanguineo se torne
perigosamente alta, um agricultor pode querer saber que quantidade de fertilizante, por metro quadrado, ird maximizar os lucros, uma companhia petrolifera pode

desejar calcular a taxa éptima de extraccdo num dos seus pogos e etc.

Ao estudarmos um problema de optimizagao deste tipo, usando métodos mateméticos, requer que se construa um modelo matemédtico para o problema. Isto
nao é, normalmente, assim tao facil de fazer e somente em casos simples o modelo conduz ao problema de maximiza¢do ou minimizac¢dao duma func¢do a uma

varidvel.

As aulas sdo teérico-praticas pelo que sido compostas de: uma parte expositiva, onde sio apresentados conceitos fundamentais das diferentes matérias do
programa juntamente com a demonstracdo dos principais resultados, pretendendo-se assim que os alunos adquiram uma visdao global dos temas abordados e suas

interligagdes; uma componente pratica, onde os alunos aplicardo os conhecimentos adquiridos melhorando a sua compreensao das matérias leccionadas.
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Objectivos do mdédulo

No final da disciplina o estudante deve ser capaz de:
e Utilizar o pensamento 1égico para organizar e relacionar informagdes recebidas sobre os problemas da vida;
e Quantificar a realidade mediante a realizacdao de cdlculos apropriados usando as derivadas;

e Actuar na resolucdo de problemas do quotidiano de acordo com a actividade matematica: estudo das alternativas possiveis, precisdao e rigor no uso da

linguagem, flexibilidade para mudar o ponto de vista quando necessirio e perseveranca na busca de solugdes;
e Determinar limite de sucessdo e fungio;
e Investigar a convergéncia de séries numéricas;
e Determinar derivada de fungdes nas suas diversas formas;
e Conhecer os teoremas fundamentais sobre fun¢oes diferencidveis;
e Modelar e resolver problemas de optimizag¢do & uma varidvel;

e Investigar uma funcédo e esbogar o seu grafico.

Recomendacgoes para estudo

O processo de ensino e aprendizagem centrado no estudante requer que vocé desenvolva algumas habilidades essenciais para conseguir um bom rendimento e
sucesso. Essas habilidades e competéncias sido a autodisciplina, responsabilidade, o gosto pela pesquisa e a motivagdo. De modo a tornar o estudo deste médulo

mais frutifero e aprofundar os seus conhecimentos recomendamos:
1) Estabelega um plano de estudo, determine os dias e hordrios para estudar e realizar as actividades;
2) Estabelega um tempo minimo de estudo, de acordo com o seu ritmo e suas necessidades;
3) Procure interagir com os colegas, participando nas discussdes propostas, trocando informacgdes, ideias, reflexdes, descobertas e dividas;
4) Leia, com muita atengdo, os pardgrafos onde se explanam os conceitos tedricos;
5) Ao estudar os exemplos providos em cada unidade, pegue numa esferogrifica e papel e repita todos os passos de resolugao;
6) Ao deparar-se com algum conceito, definigdo, férmula ou teorema estudados anteriormente, mas que esqueceu, tome nota e posteriormente procure revé-los;
7) A leitura de algumas paginas de livros recomendados deve ser feita de modo obrigatério e os exercicios devem ser resolvidos;
8) De tempos em tempos faga uma breve revisao dos temas abordados anteriormente;

9) Contacte o regente ou assistente do médulo sempre que precisar.

Bibliografia
[1] R. A. Adams, Calculus: A Complete Course, Fifth Edition, Addison Wesley Longman, Toronto, 2003.
[2] C. H. Edwards and D. E. Penney, Calculus, Sixth Edition, Prentice Hall, Inc., New Jersey, 2002.
[3] M. J. Alves, Elementos de Andlise Matemdtica: Parte I, DMI, Maputo, 2001.
[4] E. V. Alves e M. J. Alves, Elementos de Andlise Matemdtica: Parte II, DMI, Maputo, 2004.
[5] B. P. Demidovitch, Problemas e Ezercicios de Andlise Matemdtica, Editora Mir, Moscovo, 1984.

[6] K. Sydsaeter e P. Hammond (com a colaboracao de M. Alves e A. Shindiapin), Matemdtica Essencial para Andlise Econémica: Parte I, Texto Editores,

Maputo, 2004.

[7] K. Sydsaeter e P. Hammond (com a colaboragao de M. Alves e A. Shindiapin), Matemdtica Essencial para Andlise Econémica: Parte II, Texto Editores,

Maputo, 2006.

[8] J. C. Ferreira, Introdugio a Andlise Matemdtica, F.C. Gulbenkian, 2008.



ANALISE MATEMATICA I-Unidade I. Limite de sucessao numérica

1 Unidade I. Limite de sucessao numérica

1.1 Introducao

A sucessdo numérica é uma fun¢dao de argumento natural. Interesse especial tem o cdlculo do seu limite, isto é, o seu comportamento quando o seu argumento assume

valores cada vez maiores.

1.2 Objectivos

No fim desta unidade didédctica o aluno sera capaz de:
1) Definir sucessao numérica;
2) Definir limite de sucessao;

3) Conhecer as condigdes de convergéncia de sucessdes monétonas.

1.3 Nogao de sucessao numérica

Se a cada nimero natural n se faz corresponder um certo nimero real Ty , entdo diremos que estd definida a sucessdo numérica x1, xg, R

Definigéo 1.

A denotagao usada é {mn}f:’:l ou, caso nao suscite dividas, xp . O nimero xy, é o n—ésimo termo (ou elemento) da sucessdao {zn}zozl .

T
As sucessdes {zn +ynlt, {zn —yn}, {znyn} e {—} chamaremos soma, diferenga, produto e quociente, respectivamente, das sucessées {zn} e {yn} (para
Yn
o quociente supde-se que yp # 0, Vn € N).

Definigéo 2. Diremos que a sucessio {wn} € limitadase 3 M >0 Vn € N: |zn| < M.

n
Exemplo 1. Mostre que a sucessio de termo geral @y = — ¢ limitada.
STL

n n
Resolugdo. Temos 3™ = (1 4 2)™ > 2n, logo ‘7‘ < - =Z.
3n 2n 2

Definigéo 3. Diremos que a sucessdo wp, ¢ decrescente (crescente) se 1 < @n (Tp4q > on), qualquer que seja n € N.

As sucessbes decrescentes ou crescentes chamame-se sucessdes mondtonas.

n? -1
Exemplo 2. Dada a sucessao numérica de termo geral xp = —a verifique se ela é crescente.
n

Resolugdo. Uma sucessdo numérica diz-se crescente se Vn € N temos xpn < @, . Vamos verificar o cumprimento desta desigualdade:

n? -1 1 1
_ — <1l- —— ==z 1-
n2 n? (n+1)2 nt

Para se demonstrar que uma afirmagao é correcta para qualquer nimero natural n, é suficiente mostrar que:

1) A afirmagio é correcta para n = 1;
2) Caso o ponto anterior se cumpra, entdo supomos que a afirmagao é correcta para n = k;

3) Finalmente mostramos que, com base na suposicao 2), a afirmacao é correcta para n = k + 1.

Este método de demonstragao chama-se método de indug¢iao matemdtica.

n(n + 1)
Exemplo 3. Prove que para qualquer natural n cumpre-se a igualdade 1 + 2 + - - 4+ n = ——— .
2
1(1+1)
Resolugdo. Para n = 1 temos 1 = ——— , isto é, o ponto 1) do método de indugdo matemdtica cumpre-se. Suponhamos que para n = k a igualdade é valida,
k(k +1)
istoé, 1+2+4---+k=——"" Sendo assim, mostremos que para n = k + 1 a igualdade cumpre-se, isto &,
2

(k+1)(k+2)
b2kt (bl = ————7

Realmente,

Rkt +2k+1)  (k+1)(k+2)
2 2

k(k+ 1
HEED Gy

T+24 4kt (k1) =



M. Alves 9

1.4 Limite de sucessao

Definig8o 4. Diremos que o nimero a é limite da sucessio {xn } se
Ve>0 IN=N()ENVn>N:|zyp —a| <e.
A denotagdo usada 6 lim_an = a, ou lim @p = a, ou @p — a.

Exemplo 4. Utilizando a defini¢ao de limite mostre que

lim =1.

n+1

Resolugdo. Pegamos um ¢ > 0 qualquer e vamos ver o médulo da diferenga entre o n—ésimo termo e a unidade, isto é,

1 1
Assim, |zp —1| = ‘— = . Logo, e de acordo com a definigdo, temos que determinar um nimero natural N tal, que V n > N terd lugar a desigualdade
n+1 n+4+1
1 1
< e. Resolvendo esta desigualdade em ordem ao n temos n > — — 1. Na qualidade de N podemos tomar a parte inteira de — — 1, isto é, N = [7 - 1} .
n 4+ 1 € € €

Do ponto de vista geométrico significa que em qualquer vizinhanga de a e raio € “caiem” todos os elementos da sucessdao {xpn }, com excep¢dao dum nimero
finito.
Se uma sucessao tem limite finito, entdo diremos que ela é convergente. Se uma sucessdao nao tem limite, ou o seu limite é igual ao infinito, entdao diremos que

ela é divergente.

2n
n+4+1

Exemplo 5. Seja xy = . Na linguagem e — N , mostre que lim @y, = 2 e preencha a tabela:

€ 0.001 0.0001

Resolugdo. Pegamos um e > 0 qualquer e vejamos o médulo da diferenga entre o n —ésimo termo e dois, isto &,

2
n1|
2 2
Assim, |z — 2| = [— = ; de acordo com a definigdo temos que determinar um nimero natural N tal, que V n > N terd lugar a desigualdade
n+1 n+4+1
2 2 2

< £. Resolvendo esta desigualdade em ordem ao n temos n > — — 1. Na qualidade de N podemos tomar a parte inteira de — — 1, isto é, N = [7 - 1} .

n+4+1 € € €

Vamos, agora, completar a tabela:

€ 0.001 0.0001

N 1999 19999

Teorema 1. Se a sucessio {wn} ¢ convergente, entdo o seu limite ¢ tinico.

Teorema 2. Se a sucessio {xn} ¢ convergente, entio ela é limitada.

do de termo geral (—1)" é limitada,

A afirmagdo contréria nio é verdadeira: uma sucessio pode ser limitada, mas nio ser convergente. Por exemplo, a suc

mas nao converge.

1.5 Limite de sucessoes mondtonas

3

Nem toda a sucessdo tem limite. Vamos formular o teorema de Weierstrass®, sobre a convergéncia de sucessGes mondtonas.

Teorema 3. Seja {xp} wma sucessdo decrescente (crescente) e limitada. Entdo a sucessao {xn } € convergente.

1\"
Exemplo 6. Demonstre que a sucessdo de termo geral xyp = (1 + 7) € convergente.
n

3Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) — matemadtico alemio
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Resolugéo. Temos

1 yn+1 1
z 1+ ) 1 nt+l p41 1 n41
Intl "*11 = (1- . > (11— . —1.
Zn a+ (n+1)2 n n+1 n
Vemos que Tp41 > Tn, isto é, xy, ¢é crescente.
Mostremos que zp ¢ limitada. Pelo binémio de Newton temos
1\" 1 n(n — 1) 1
wn=(1+7) =14+n:— 4+ —>" —+
n n 2! n2
—1)(n —2) 1 nn—1)---[n—(n —1)] 1
31 st nl -y
1 1 1 2 2 n—1
S (D)0 0D e 0D 0D () <
2! n 3! n n n! n n n
1 1 1 1 1 1 1
<2+7+7+-~-+—<2+—+—+~-+—:2+(1——)<3-
21 3! n! 2 22 an—1 on—1

Assim, 2 < xp < 3. Ao mostrarmos que a sucessao xp ¢ limitada, exploramos o facto

k3
1-— <1, V1i<i<n, n'>2""1 n>o2
n

1\"
Portanto, e pelo teorema de Weierstrass, a sucessao de termo geral (1 + 7) é convergente e o seu limite é igual a e. O nimero e chama-se nimero de Napier,
n
é um numero irracional e igual a 2.718281828459045...

1.6 Exercicios

(—=1)"n + 10

1) Mostre que a sucessdo @y = ——————, n € N é limitada;
241
n3
2) Seja zp = - Na linguagem € — N, mostre que limzy, = 1 e preencha a tabela:
ne +1
e 1/28 1/27001
N
3) Aplicando a definigao de limite, mostre que  lim —— = 1;
n—+oo nd _ 1
n 1
4) Aplicando a definigao de limite, mostre que  lim ——— = —;
n—++00 2n + 1 2
2—n 2—-—n
5) Dada a sucessdo de termo geral mostre, aplicando a defini¢do de limite, que lim = —1.
24+ n n—+o0 24 n
6) Prove que para qualquer natural n é valida a igualdade 13 +23 4+ ... 4+ n3 = (1 42+ - 4+ n)2;
7) Prove que para qualquer natural n é vélida a igualdade 1+ 2 + 22 4+ ... 27—l —on _ 1,
8) Prove que é vélida a desigualdade (1 + )™ > 1+nz (n>1, = > —1);
) lid d ldad ! ! ! V4 (n >2)
9) Prove que é vilida a desigualdade 1 4+ — + — + -+ + — > n, n > 2);
vz VB vn
PP . z1 +x2 + -+ @p
10) Prove que para qualquer natural n ¢ vdlida a desigualdade ——————— > Wwjiag - -@n (zp >0, k=1,2,...,n).

n

1.7 Respostas

(=1)"n + 10

1) || < 11;
n2 1
€ 1/28 1/27001
2 / /
N 3 30
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1.8 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:
1) Ler os pardgrafos 1.3, 1.4 e 1.5 desta unidade;
2) Do livro Elementos de Andlise Matemdtica-Parte I, ler as paginas de 15 a 21 e de 29 a 47;
3) No capitulo 7, do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econémica-Parte I, ler as paginas de 280 a 282 e resolver, no paragrafo 7.10, os exercicios 1, 2 e 3;
4) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;
5) Resolver os exercicios do pardgrafo 1.6 desta unidade;

6) Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 166, 167, 169, 170, 171, 172, 173, 174, 175, 175, 177, 178, 276, 285.

1.9 Auto-avaliagao

1) Dé a definigdo de sucessao limitada e sucessdao mondtona;
2) Dé a definigdo de limite de sucesséo;
3) Enuncie o teorema do limite para sucessGes monétonas;

n
4) Mostre que a sucessio de termo geral my = — (a > 1, n € N) é limitada;
an

5) Dada a sucessio numérica de termo geral uj, = ——— verifique se ela é limitada;

n3

lim — =
n=+oo nd + 1

6) Mostre, aplicando a definigio de limite, que

2
n
7) Seja wp = ——— . Na linguagem ¢ — N, mostre que limzy =1 ¢ preencha a tabela:
n? 4+ 1
e 1/101 1/10001
N
5.3"

8) Utilizando a defini¢do, mostre que lim —— =
n—0oo gn _ o

9) Mostre que a sucessdo xp , onde x7 =0, Tyl = V6 + xpn , tem limite e calcule esse limite;

n(n +1)(2n + 1)
—

10) Usando o método de indugio matemética prove a igualdade 12 4+ 22 4 ... 4+ n2 =

1.10 Chave de correcgao

1) Veja as definigdes dadas no paragrafo 1.3 desta unidade;
2) Veja a definigdo dada no pardgrafo 1.4 desta unidade;
3) Veja o teorema enunciado no pardgrafo 1.5 desta unidade;

n
4) Mostre que a sucessio de termo geral zy = — (a > 1, n € N) é limitada;
an

Resolugdo. Fagamos

a=14+a—-1=a"=04+a—-1)" >n(a—1).

Em conclusao:
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5)

6)

7)

8

ANALISE MATEMATICA I-Unidade I. Limite de sucessao numérica

n —1
Dada a sucessdao numérica de termo geral up = — verifique se ela é limitada;
n

Resolugdo. Para saber se a sucessao é limitada temos que verificar se
Im, M €R Vn € N:m < up < M.

Sabemos que

1 1
1< -——<0=0<1-— <1,

1
portanto wu, = ——— & limitada. W

n3

Mostre, aplicando a definigdo de limite, que lim @——— =
n—+oo n3 41

Resolugdo. Pegamos um & > 0 qualquer e vamos ver o médulo da diferenga entre o n-ésimo termo e a unidade, isto é,

| n3 1
Tp — 1 =|—F— -1 = |——|.
n3 +1 n3 41
1 1
Assim, |z — 1| = |-———| = ——— e, de acordo com a defini¢do, temos que determinar um nuimero natural N tal, que V n > N terd lugar a
3 3
no 41 no 4+ 1

desigualdade 3 < e. Resolvendo esta desigualdade em relagdo & n temos n > § 1. Na qualidade de N podemos tomar a parte inteira de

= |

n2
Seja on = ——— . Na linguagem ¢ — N, mostre que limap = 1 ¢ preencha a tabela:
n< 4+ 1

€ 1/101 1/10001

Resolugdo. Pegamos um & > 0 qualquer e vamos ver o médulo da diferenga entre o m—ésimo termo e a unidade, isto &,

| n? 1
Tp — 1 =|—F— -1 =|——F|.
n2 +1 n2 +1
1 1
Assim, |z — 1| = |-———| = ——— e, de acordo com a defini¢do, temos que determinar um nimero natural N tal, que V n > N terd lugar a
2 2
n< 41 n< 41
1
desigualdade 1 < e. Resolvendo esta desigualdade em ordem ao n temos n > 2 1. Na qualidade de N podemos tomar a parte inteira de
n
isto 6, N =
Vamos, agora, completar a tabela:
€ 1/101 1/10001
N 10 100
u
5.3™
Utilizando a defini¢do, mostre que lim ——— = 5;
n—00 gn _ o
Resolugdo. Pela definigiao de limite significa que
5.3"
Ve>0 INeENVn>N:|——— -5 <e.
3n —2
Assim,
5.3M 10
— 5| = < e
3n 3n — 2

Resolvendo esta inequagio em ordem ao n temos

Na qualidade de N podemos tomar
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9) Mostre que a sucessio wp , onde 1 = 0, @, 11 = /6 T @p , tem limite e calcule esse limite;

10)

Resolugdo. Vamos mostrar que a sucessao xyp =

29 =6F+x; =6+0=vV6>0=u=z;.

Suponhamos que Thtl > Tk - Entao :ci+2 > xi+1 e tal como Tl > 0 e Th41 > 0 a desigualdade Tt > T4l é correcta.

Mostremos que @y, é limitada. E claro que para qualquer natural n temos 0 < x,, e =

xp < 3. Assim, 0 < zp, < 3 para qualquer n natural.

Sendo xp uma sucessdo crescente e limitada, entdo ela é convergente. Suponhamos que limzy, = c.

V6 + xp, é crescente e, para tal, faremos isto usando o método de inducdao matematica. Temos

13

2 <aZ, =6+ay,ie 32 —op—6<0 deonde tiramos que

Fazendo a passagem do limite na igualdade

mi+1 =6+ @y e tendo em conta, que lima,, 1 = c? obtemos ¢? = 6 + ¢, daf que ¢ = 3 (porque zp, >0). M

. . - . . 2 2 5 n(n+1)(2n+1)
Usando o método de indugao matemadtica prove a igualdade 1< 42 + ... 4+ n* = —MM ——;
6
5, 10+ 1E+1) 2.3
Resolugdo. Para n =1 temos 12 = — "~ "° — = ° — 1. Suponhamos que para n = k a igualdad
6 6
k(k + 1)(2k + 1)
12 422 4 g2 TR
6

Vamos mostrar que para n = k + 1 a igualdade cumpre-se, isto &,

(k4 D(k +2)(2k +3)
6

122?22 =

Com efeito:
k(k +1)(2k + 1)
6

124224k k2 = +k+1?=

k(k+1)(2k +1) + 6(k + 1%  (k+ D[k(2k + 1) + 6(k + 1)]
6 6

D@2+ 46k +6)  (k+DEEZ+TE+6)  (k+ 1(k+ 2)(2k + 3)

e 6 vélida, i.e.

6 6 6
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2 Unidade II. Séries numéricas

2.1 Introdugao

As séries numéricas possuem amplo uso na investigagdo tedrica da andlise matemdtica e tém diferentes aplicacdes.

2.2 Objectivos

No fim desta unidade didéactica o aluno sera capaz de:
1) Definir série numérica;
2) Calcular soma de séries;

3) Investigar a convergéncia de séries numéricas.

~ ‘s ‘s
2.3 Nocao de série numérica
Vejamos a sucessio de termo geral u, e, formalmente, construimos a partir dos seus termos uma soma infinita

oo

up tug o tup o= Y up. (1)
n=1
oo
Definigdo 5. A soma Z wun chamaremos série numérica de termo geral unp, .
n=1
Definigdo 6. A soma dos primeiros n termos, isto é,
n
def
Sp = uyp ftug+ - +unp = Z Ul
k=1

chamaremos m —ésima soma parcial da série (1).

Diremos que a série (1) é convergente (divergente) se converge (diverge) a sucessdo Sy de suas somas parciais. Ao limite de S, chamaremos soma S da série

(D).

Exemplo 7. Utilizando a definicao mostre que a série

S o
n—1
n=12
é convergente.
Resolugdo. Compomos a soma parcial
. 1
Sn = i
kz:: 2k—1
vemos que Sy, é a soma de n termos duma progressio geométrica, cujo primeiro termo é 1 e a razdo igual a — . Em conclusio: Sp = 2 (1 — —) ., que tende
on
para S = 2.
Exemplo 8. Dada a série
x 1

,;1 n(n+1)

mostre, utilizando a definicdo, que ela é convergente.

Resolugdo. Por definigdo, afirmar que uma série é convergente significa que converge a sucessio de suas somas parciais. Vejamos a soma parcial

m 1 1 1 1
Sn = _ = —— + 4o —
=i k(k+1) 1.2 2.3 n(n + 1)

1 1 1

Decompomos a fracgio ———— em fracgdes simples: ————— = — — . Voltando & soma parcial Sy temos:

k(k+ 1) k(k+1) k  k+1
n 1 1 1 1 11 1 1 1
Snzziz R :(1_,)+(,_,)+...+ I -1 — X
k=1 k(k +1) k=1 \k k+1 2 2 3 n n+1 n+1
oo 1
A sucessido de termo geral 1 — converge para 1, portanto a série »  ———— & convergente.
n+1 n=1 n(n+1)

A determinacdo da n —ésima soma parcial e seu limite, para qualquer série, em muitos casos nao é tarefa facil. Por isso, para esclarecer a convergéncia da

série estabelecem-se critérios de convergéncia especiais. O primeiro deles é resumido no teorema que segue.
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Teorema 4. (Condi¢do necessdria de convergéncia)

=
Se a série Y, wp converge, entdo lim uy = 0.

n=
Este teorema dé a condicio necesséria, mas nao é suficiente: da condigio que limuy = 0 nio segue que a série converge. Isto significa que existem séries
oo 1 1
divergentes tais que lim uyp = 0. Na qualidade de exemplo, temos a série harménica Y, — , cujo termo geral — tende para zero, mas a série diverge.
n=1n n

Exemplo 9. Investigue a convergéncia da série
X 3n—2
1 n+ S
3n — 2

m — " =3%0.

Resolugo. A série dada diverge, pois _li
n=oo s

2.4 Teoremas de convergéncia para séries de sinal positivo

O teorema sobre a condigao necessaria de convergéncia nao da a possibilidade de saber se uma série é convergente ou nao. A convergéncia e divergéncia de séries,
em muitos casos, pode-se estabelecer com ajuda de critérios suficientes.
A convergéncia ou divergéncia de séries de sinal positivo estabelece-se frequentemente por meio da sua comparacdo com outra série a qual é conhecido se

converge ou diverge.

Teorema 5. (Primeiro teorema de comparagdo) Sejam wp e vy duas sucessées numéricas e suponhamos que, para n > N , se cumpre a desigualdade 0 < uyp < vy, . Entdo:

oo oo

1) Seaséric Y vy converge implica que a séric Y up também converge;
n=1 n=1
o0 oo
2) Seaséric Y up diverge implica que a séric Y vy também diverge.
n=1 n=1

Sejam wup e vy duas sucessdes numéricas. Diremos que up é equivalente a vy (usa-se a denotagio up ~ vy ), quando n tende para infinito, se

Un
lim — = 1.
Un
Teorema 6. (Segundo teorema de comparagio)
oo
Suponhamos que up ~ vn . Bntdo as séries »_ up e Y vp convergem ou divergem simultaneamente.
n=1 n=1
o [1+n2)2
Exemplo 10. Investigue a convergéncia da série | ———
n=1 \1+n3
2 2
1+ n2 14 n2 1 14 n2 1 > 1
Resolugdo. A condigdo necessaria cumpre-se, pois lim [ ——— = 0. Temos ——— ~ — , consequentemente | — —— ~ —, n—oco. Asérie > —
14 n3 1403  n 14 n3 n?2 n=1 n?

converge, entao pelo segundo teorema de comparagao a série inicial converge.
De modo diferente do teorema de comparacdao, onde tudo depende da escolha de séries conhecidas convergentes ou divergentes, o teorema de d’Alembert?

permite frequentemente resolver a questdo de convergéncia da série fazendo para tal algumas operagdes sobre a série.

Teorema 7. (de Alembert)
o0

Suponhamos que para o termo geral up da série > up, up >0 (n =1,2,...) se cumpre a igualdade
n=1

Un+4+1

lim = A.

Un,

Entdo:
1) Se A < 1 a série converge;
2) Se A > 1 a séric diverge;

8) Se A =1 nada se pode dizer sobre a convergéncia da série.

> 2™ . !
Exemplo 11. Investigue a convergéncia da série Z _—

n=1 n"

4Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) — matemético francés
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Resolugdo. A condigdo necessaria de convergéncia cumpre-se, porque o termo geral da série tende para zero. Na investigagdo da convergéncia vamos usar o

critério de d’Alembert. Assim:

Ui 2ntl (4 1) 2ntl (4 1)nin™ 2. n™
lim = lim = lim = lim =
un (n+1)n+1 .27 . n 27 . nl(n + 1)n+1 (n+1)7
n n 1 n lim(— n 2
:21im< ) :21im(1— ) =2.e ( n+1):2.e*1:7<1,
n+1 n+1 e

portanto, a série converge.

e} 1
Exemplo 12. Investigue a convergéncia da sériec »  ————— .
n=1 (2n + 1)!

Resolugdo. A condigio necessiria de convergéncia cumpre-se, porque o termo geral da série tende para zero. Na investigagdo da convergéncia vamos usar, como

no exemplo anterior, o teorema de d’Alembert. Assim:

’ 2n + 1)1 2n + 1)1 1
Yntl gy, GrA DU Gnt 1

lim = lim = lim =
un (2n 4 3)! (2n + 3)(2n + 2)(2n + 1)! (2n + 3)(2n + 2)

0<1,

portanto a série converge.

As vezes é cémodo usar o teorema radical de Cauchy na investigacio da convergéncia de séries positivas. Este teorema assemelha-se ao teorema de Alembert.

Teorema 8. (radical de Cauchy)
o)

Suponhamos que para o termo geral wp da série » . up, up >0 (n =1,2,...) se cumpre a igualdade
n=1

lim W, =
Entao:
1) Se A < 1 a série converge;
2) Se X > 1 a série diverge;
8) Se A =1 nada se pode dizer sobre a convergéncia da série.

oo n n
Exemplo 18. Investiguc a convergéncia da séric y (7) .

=i \2n 41

Resolugdo. E evidente que o termo geral tende para zero. Aplicando o teorema radical de Cauchy temos:
n n n 1
lim Wau, = lim Y [ —— =lim — = — < 1.
2n + 1
A série converge.

X a3(v2+ DT
Exemplo 14. Investigue a convergéncia da série § - .
n

n=1 3

Resolugdo. E evidente que o termo geral tende para zero. Aplicando o teorema radical de Cauchy temos:

nl n3(VZ + 1) y Vn3(vZ+1) V241
= lim -
3n 3 3

lim

A série converge.

2.5 Convergéncia de séries de sinal arbitrario

Vamos considerar uma importante classe de séries chamadas alternadas.
o= 1
Definigdo 7. Chamaremos série alternada a série do tipo » (=)L, onde wp > 0 para todo n .
n=1

Teorema 9. (de Leibniz)

Suponhamos que up, >0 (n =1,2,...) e além disso se cumprem as condigGes:
1) wunpn € decrescente, isto é, Up 41 <up,n=1,2,....

2) limup =0.
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o0
Entdo, a séric »_ (—1)"up converge.
n=1

oo (—1yn—1
Exemplo 15. Investigue a convergéncia da série numérica Z _

n=1 n

1
Resolugdo. A série é alternada, e — é decrescente e tende para zero. Logo, pelo teorema de Leibniz, esta série converge.

n
oo oo
Definicdo 8. Uma série numérica de termos de sinal arbitrdrio E un converge de modo absoluto se a série E |un| converge.
n=1 n=1
oo oo
Definigdo 9. A série E uqn converge de modo condicional se ela converge, mas a série E |un | diverge.
n=1 n=1

oo (71)n—1
Exemplo 16. Investigue a convergéncia absoluta e convergéncia condicional da série Y . —————

n=2 nP
oo (71)7»71 oo 1
Resolugédo. Por definigdo a série »  ———— converge de modo absoluto se converge a série »  — . Sabemos que esta tltima série converge se p > 1.
n=1 nP n=1 nP
oo (—1n—1 "
A série > ——-—— converge condicionalmente se ela converge, mas nao converge de modo absoluto. O termo up = — & decrescente e tende para zero
n—1 nP nP
oo (—1yn—1
se p > 0 e, consequentemente, pelo teorema de Leibniz ela converge para valores de p > 0. Em conclusdo: a série Z 7}) converge condicionalmente se
n=1 n

0 < p <1 e converge de modo absoluto se p > 1.

2.6 Exercicios
1) Investigue a convergéncia da série §
n=1

n

5n — 1

o0
2) Determine a soma da sériec > (Vi +2—2Vn + 1+ vn);

n=1
X a
n
3) Investigue a convergéncia da série Y . lan| < 10;
n=1 107

X sin(nwz)
4) Investigue a convergéncia da série _—

n=1 2"

oo
5) Investigue a convergéncia da série E sin

n=1
X 14n
6) Investigue a convergéncia da série H
n=11+n2
> 3" . n!
7) Investigue a convergéncia da série Z _
n
n=1 n

oo (—Hn
8) Investigue a convergéncia condicional e absoluta da série Z In <1 4+ — .
nP

n=2

2.7 Respostas

1) Diverge;
2) 1-— V2
3) Converge;
4) Converge;
5) Converge;
6) Diverge;
7) Diverge;

8) Para p > 1 converge de modo absoluto, para 1/2 < p < 1 converge condicionalmente.
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2.8 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:

1)
2)
3)
4

5)

2.9

2)
3)
1)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

Ler os pardgrafos 2.3, 2.4 e 2.5 desta unidade;

ANALISE MATEMATICA I-Unidade II. Séries numéricas

Do livro Elementos de Andlise Matemdtica-Parte II, ler as paginas de 157 a 186;

Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;

Resolver os exercicios do pardgrafo 2.6 desta unidade;

Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 2401, 2403, 2405, 2407, 2409, 2410, 2411, 2413, 2416, 2417, 2418, 2421, 2422, 2423, 2424, 2426, 2427,

2429, 2431, 2432, 2433, 2434, 2435, 2437, 2438, 2439, 2450, 2452, 2451, 2453, 2458, 2459, 2464, 2470, 2472, 2473.

Auto-avaliacao

Dé a definigdo de série numérica;

Enuncie a condigdo necessdria de convergéncia duma série;

Enuncie o primeiro teorema de comparacio;

Dé a definicdo de convergéncia condicional;

Investigue

Investigue

Investigue

Investigue

Investigue

Investigue

a

a

a

a

a

a

convergéncia da

convergéncia da

convergéncia da

convergéncia da

convergéncia absoluta e condicional da série numérica E

convergéncia absoluta e condicional da série numérica E

série

série

série

série

n=

n

2n + 1

2.10 Chave de correcgao

1

2)

3)

)

5)

6)

)271,—1

Veja a defini¢do dada no pardgrafo 2.3 desta unidade;

Veja o teorema enunciado no pardgrafo 2.3 desta unidade;

Veja o teorema enunciado no pardgrafo 2.4 desta unidade;

Veja a definigdo dada no pardgrafo 2.5 desta unidade;

Investigue a convergéncia da série Y

Resolugdo. O termo geral da série é up =

Investigue a convergéncia da série E
n=1"m"

oo

n=1

oo

oo (—1yn—1

n=1 Vn¥2

oo (—1yn—1

WZ1 8n+2
n
on 4+ 1’
n 1
— — que converge para — # 0. Nio se cumpre a condigio necesséria, logo a série dada diverge. M
2n +1 2
n2 44
441s’

Resolugdo. Usando equivaléncia do termo geral

n2 44

- "~
nd 48

oo q
concluimos que a série dada converge, pois a série g — converge. W
n=1"m



M. Alves, E. Alves 2023 19

7)

8)

9

10)

o
Investigue a convergéncia da série E —
n=12"

Resolugdo. A condigao necessaria de convergéncia cumpre-se. Aplicando o teorema de d’Alembert:

lim <1,

M:nmwzum(”l)l:

1
wn n.2n+l n 2 2

concluimos que a série converge. W

oo n \2n-—1
Investigue a convergéncia da série > [ ——— ;
n=1\2n+1

Resolugédo. O termo geral da série é

Aplicando o teorema radical de Cauchy:

concluimos que a série dada é convergente. W

. S . - = (=pnTt
Investigue a convergéncia absoluta e condicional da série numérica », ————

n=1 vn+2

(_1>n71 1 oo 1
Resolugédo. Vejamos, primeiro, a convergéncia absoluta. Temos que | ——— | = ——— . A série E ——— diverge, pois comporta-se como a
n T2 NoE= =i VnT2
> 1 1
série E —— . Logo, a série inicialmente dada nao converge de modo absoluto. Investiguemos, agora, a convergéncia. A série é alternada, e ——— ¢
=1 v NoE=
decrescente e tende para zero. Logo, pelo Teorema de Leibniz, esta série converge. Em conclusdo: a série dada converge condicionalmente. W

. o o . . oo (71)71, 1
Investigue a convergéncia absoluta e condicional da série numérica g _

=1 3n+2
(_1)71.71 1 oo 1
Resolugéo. Vejamos, primeiro, a convergéncia absoluta. Temos que |——————|= ——— . A série » ——— diverge, pois comporta-se como a série
3n + 2 3n + 2 n—=1 3n +2
X 1
harménica Z — . Logo, a série inicialmente dada nao converge de modo absoluto.
n=1"m"
Investiguemos, agora, a convergéncia. A série é alternada, e —— & decrescente e tende para zero. Logo, pelo critério de Leibniz, esta série converge.

3n 42
Em conclusido: a série dada converge condicionalmente. W
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3 Unidade III. Limite de funcao

3.1 Introdugao

Nesta unidade vamos introduzir a nogao de limite, que é um dos tépicos principais da Anélise Matematica.

3.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno serd capaz de:
1) Definir limite de fungao;
2) Aplicar as propriedades aritméticas com limites;

3) Calcular limites.

3.3 Limite de funcao no ponto

Comecamos por introduzir algumas defini¢des preliminares.

Definigdo 10. Chamaremos vizinhanga do ponto xqg com raio e, ao conjunto de pontos que satisfazem a dupla desigualdade: xzg — e < = < zg + € ou |z — xg| < €.
Denota-sed U(aq;e) .
Definig&o 11. Chamaremos vizinhanga reduzida do ponto xq a vizinhanca de x(g menos o ponto xq . Denota-se U(zg;e) def U(xzg;e) \ {zg}-

Vamos considerar que a fungdo y = f(x) estd definida numa certa vizinhanga dum ponto a, com excepgao talvez do préprio ponto a.

Definigdo 12. Segundo Hem96, diremos que o mimero b ¢é limite da fun¢io f(x) quando x tende para a se para qualquer sucessio de termo geral xy convergente para a,

Tp # a, a sucessio f(wn) tende para b.

Definigéo 18. Na linguagem de vizinhanga ou Cauchy, f(x) tende para b quando @ tende para a se qualquer que seja a vizinhanga do ponto a com raio 8, ewiste uma vizinhanga

do ponto b com raio e tal que qualquer que seja x pertencente & vizinhanga reduzida do ponto a temos que f(x) pertence a vizinhanga do ponto b.
A denotagdo usada é: lim f(z) =
Teorema 10. As defini¢ées de limite duma funcdo segundo Heine e Cauchy sdo equivalentes.
Exemplo 17. Prove que lim (2z — 1) = 5.
*—3

Resolugéo. Pegamos um & > 0 qualquer e determinamos & = §(g) > 0 tal que, para todos = que satisfazem a desigualdade 0 < |z — 3| < § cumpre-se a

e e e
desigualdade [(2z — 1) — 5| < e, isto é, |z — 3] < —. Pegando § = — vemos que para todo = que satisfaz a desigualdade 0 < |z — 3| < —, cumpre-se a

2 2 2
desigualdade [(2z — 1) — 5| < €. Logo, lim (2z — 1) =5.

r—3
Exemplo 18. Aplicando a defini¢cao de limite de funcao sequndo Cauchy mostre que lim4 z2 = 16.
z—
Resolugédo. Seja € um nidmero real positivo qualquer. Entéao,
2 2 2
|z —16] = [(z — 4)° + 8(x — 4)| < |z — 4|° + 4]z — 4| < e.

Fazendo t = — 4| > 0 temos:

t2 48t —e<0= (t+4+/I6Fe)(t+4—16F¢) <O.

Resolvendo esta desigualdade obtemos

0<t< V16+e —4, istoé, 0< |z —4| < 16+ —4 = = §(e).

VIEFe+4
5Usa-se a letra maitiscula U, da inicial Umgebung que em alemio significa vizinhanga.
6Heinrich Eduard Heine (1821-1881) — matemdtico alemio




M. Alves, E. Alves 2023

3.4 Limites laterais
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Na definigio de limite de fungio lim f(v) = b consideramos que @ tende para a de qualquer modo: sendo menor que a (a esquerda de a), sendo maior que

a (a direita de a) ou oscilando préximo de a. Existem casos quando o modo de aproximagdo do argumento z para a tem influéncia substancial no valor do

limite. Por isso, vamos definir a nogao de limite lateral.

Definigéo 14. Diremos que o nimero b é limite & esquerda do ponto a da funcio f(w) se:

Ve>0 368(e)>0: Vaoz#a, a—58<z<a=—|f(zx)—b|l<e.

A denotagdo usada é: b = lim f(xz) = f(a™ ).
T—a"

Definigdo 15. Diremos que o nimero b é limite a direita do ponto a da fungio f(x) se:

Ve>0 36(e) >0: Vao#a, a<z<a+d= |f(z)—-b]l<e.

A denotagdo usada é: b = lim f(x) = f(a+).
z—at

Os limites & esquerda ou a direita sao comumente chamados limites laterais. Se uma fungao possui limite quando © — a, entdo os limites laterais coincidem.

Exemplo 19. Dada a fungdo
322 +1
f(z) =

4z — 2

calcule os limites laterais no ponto © = 1.

se 0< @ <1,

se x> 1

Resolugdo. Temos: lim f(z) = lim (322 +1) =4, lim f(z) = lim (4o — 2) = 2.
z—1— x—1 x— 14+ x—1

|z — 1]
Exemplo 20. Dada a func¢io f(x) = ——— , calcule os limites laterais no ponto x = 1.
x — 1
|z — 1] z—1 |z — 1| z—1
Resolugdo. Temos: lim ——— = lim =1, lim ——— = — lim = —1.
z—14+ £ — 1 z—1 5 — 1 c—1— 1 z—1 5 — 1

3.5 Propriedades aritméticas

Vejamos alguns teoremas que facilitam o cdlculo de limite de fungdes.

Teorema 11. Sejam f(w) e g(x) duas fungdes definidas numa certa vizinhanga do ponto a , com excepgio talvez do proprio ponto a . Suponhamos que caistem os limites lim f(x)

e lim g(x). Entdo:
1) Jim [f(2) £ g(2)] = lim f(z) £ lim g(=);
2) Jim f(x) - g(x) = lim f(x) - lim g(=);

3)  lim (=) = 7"13’““ 1@

Tz —a . ’
g(x) Aim g(x)

se Jim g(w) #0.

Exemplo 21. Calcule lim (322 — 2z + 7).
rz—1

Resolugédo. Aplicando o teorema anterior, calculamos directamente:

lim (322 — 2z 4+ 7) = lim 322 — lim 2z 4+ lim 7=3-1—2+47 = 8.
x—1 x—1 x—1 x—1

2 -1
Exemplo 22. C(Calcule lim —/—— .
z—0 222 — ¢ — 1

Resolugdo. Aplicando o teorema anterior, calculamos directamente:

i 2
2 lim (z< — 1
22 -1 Aim ) -1

lim
20242 — gz — 1

lim (202 — 2 — 1) -1
xz—0

Na realidade, ji que = — 0, o numerador comporta-se como —1 e o denominador comporta-se também como —1.
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x—1

22 — 1) =F1
Exemplo 23. Calcule li _
T—00 \ 42 +1

Resolugédo. A base e o expoente tendem para 1, quando x tende para o infinito, portanto o limite é igual & 1.

22 4 14z — 32

Exemplo 24. Calcule lim ———
T2 22 6z +8

Resolugdo. Aqui ja ndo é possivel aplicar o teorema sobre o limite do quociente, pois o denominador tende para zero, quando = — 2. Também o limite

0
do numerador tende para zero. Nestes casos dizemos que temos uma indeterminacdo do tipo — . Para o célculo deste limite vamos factorizar o numerador e
0

denominador, apés o qual faremos a devida simplificagao:

z2 + 14z — 32 (z — 2)(z + 16) z + 16
lim li = I

= 1m m
T2 22 —6x+8 T2 (z — 2)(x — 4) T2 g — 4

202 + 32 41
Exemplo 25. Calcule lim ———
TR0 42 4 2245
Resolugdo. Aqui também ndo é possivel aplicar o teorema sobre o limite do quociente, pois o numerador e denominador tendem para infinito, quando @ — oo .

oo
Nestes casos dizemos que temos uma indetermina¢do do tipo — . Para o calculo deste limite vamos evidenciar no numerador e denominador a expressao de maior

oo
grau. Assim,
22 4 32 2
202 4 32 41 2 1
lim = lim —— = —.
T=O0 452 L op 45 TT0 42 2
Nem toda a funcido, mesmo limitada, possui limite. Por exemplo, a fungio y = sinz ndo tem limite quando = — oo. Bm muitas questdes da analise

matematica é suficiente somente estarmos convencidos da existéncia de limite. Nesses casos usamos teoremas de existéncia do limite, como o que segue.

Teorema 12. Sejam f(x), g(xz) e h(xz) trés funcgoes definidas numa certa vizinhanga do ponto a , com excepgao talvez do préprio ponto a . Suponhamos também que nessa vizinhanga
tem lugar a dupla desigualdade:

f(x) < g(x) < h(x).

Se lim f(e) = lim h(z) = b, entdo lim g(w) =b.

3.6 Exercicios

2

1) Calcule _lim zi—l ;
TO0 222 — g -1

222 — 6z + 4

2) Calcule lim —M—————
x—1 z2 — 1

23 — 222 — 42+ 8

3) Calcule lim
=2 g4 — 822 4 16

s + 32

z 4 22

4) Calcule lim
z—0

5) Estude o comportamento das rafzes x| e zo da equacio quadrética az? + bx + ¢ = 0, se o coeficiente a tende para zero e os cocficientes b e ¢

mantém-se constantes, sendo b # 0;

6) Calcule as constantes a e b a partir da condicao

7) Calcul 1 Va2 4@ — ):

) alcule im ( x x x )

8) Calcule lim Va2 4z — ) ;
) " ( x x

1
9) Calcule lim arctg H
x—1" 1—=

10) Calcule lim T
x—0" T

1+ e
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3.7
1)
2)
3)
4)
5)
6)
7
8)
9)

10)

3.8

Respostas

Tarefas

Para esta unidade o estudante deverd desenvolver as seguintes actividades:

1)
2)

3)

1)
5)

6)

3.9

2)
3)
4)

5)
6)
7)
8)
9)

10)

Ler os pardgrafos 3.3, 3.4 e 3.5 desta unidade;

Do livro Elementos de Andlise Matemdtica-Parte I, ler as paginas de 71 a 84;

23

No capitulo 7, do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econémica-Parte I, ler as paginas de 267 a 272, 274 a 276 e resolver, no paragrafo 7.8, os exercicios

1,2,3,4,5e6;

Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;

Resolver os exercicios do pardgrafo 3.6 desta unidade;

Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 181, 182, 183, 185, 190, 191, 192, 195, 197,

267, 268, 269.

Auto-avaliacao
Dé a defini¢do de vizinhanga;
Dé a definicdo de limite segundo Cauchy;
Dé a definicdo de limite lateral;
Enuncie as propriedades aritméticas com limites;
2

e—6” mostre que lim_ x“ = 4;
T—2

«

Usando a linguagem

22 —1
Calcule ;

lim —
21242 — p — 1

(A +2)5 - (1+52)

Calcule lim
x—0 x2 + x5

Calcule im
x

vi¥2z -3
Calcule lim —M
x—4 N
VT F13 -2z F1
Calcule lim —M——

x—3 z2 — 9

199, 200, 201, 203, 204, 207, 209, 210, 213, 215, 264, 266,
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3.10 Chave de correcgao

1) Veja a definigdo dada no pardgrafo 3.3 desta unidade;
2) Veja a definigdo dada no paragrafo 3.3 desta unidade;
3) Veja a definigdo dada no paragrafo 3.4 desta unidade;
4) Veja o teorema enunciado no pardagrafo 3.5 desta unidade;
5) Usando a linguagem “c—3§” mostre que lim z2 = 4;
T—2
Resolugdo. Seja € um nimero real positivo qualquer. Entéo,
2 _ 2 2
22 —4l = (2 =22 + 42 —2)| < |2 — 2|2 + 4]z — 2| < =.

Fazendo t = |z — 2| > 0 temos:
2 4at—e<0= (t+2+V/IFTe)(t+2—Vite) <oO.

Resolvendo esta desigualdade obtemos

€
0<t<Vite—2 e O0<|z—2/</ife—2=—" =565(). A

VvVd+e+2
22 —1
6) Calcule lim ———
z—1 242 — ¢ — 1
Resolugdo. Colocando directamente o valor de @ = 1 na expressdo obtemos uma indeterminacdao do tipo 0/0. Significa que o valor = = 1 é raiz do
numerador e denominador. Factorizando o numerador e denominador temos:
z2 -1 (z — 1)(z + 1) z +1 2
lim = lim = lim =—. 1
z—=1 9222 — g — 1 z—1 (z — 1)(2z + 1) z—1 2¢ 4 1 3

14 2)% — (14 52)
7) Calcule lim At=P - 0+ss).
x—0 2 + x5
Resolugdo. Desenvolvendo a expressdo (1 + z)5 segundo o binémio de Newton temos:
5 5 5 5
(14 a)° :1+( )a‘+< )$2+( )m3+( )w4+ac5 =145z 4 1022 + 1025 + 52% 4+ 5.
1 2 3 4

Assim,

(14 )% — (1 +52) i 14 5z + 1022 + 1023 + 52% + 2% — 1 — 52

im = lim =
z—0 22 + 20 z—0 22 + b
; 1022 + 1023 + 52 + 2B ; 22(10 4 10z + 522 + 23)
= 1m = 1 =
x—0 z2 + x5 z—0 22(1 + 23)
10 4 10z + 522 + 23
=lim ———— =10. W
x—0 1+ 23
. Ve 4+ Ve 4+
8) Calcule _lim ;
Resolugao. Temos que
z+\/z 4+ VE =
Assim,
o Ve+Vzt+ vz )
lim ~——+——— = 1 u
T —o0 /T F T x
VvV1+2x -3
9) Calcule lim ——;
x—4 VT — 2
Resolugdo. Vamos primeiro fazer algumas transformacoes:
1+2x—3 (VI +2z —3)(VI+2z+3)(Vz +2) (2z — 8)(Vx + 2) 2(Vz + 2)
N (VT — 2)(VT + 2) (VT F 22 + 3) (¢ —4)(VTF20+3) VIF2z+3
Calculando agora o limite obtemos:
VviFz2z -3 2(v/T + 2) 4
lim = lim =—-. N
=4 /r— 2 z—4 /T 2z + 3 3
Ve +13 —2vx + 1
10) Calcule lim ———— Y% ° °
x—3 z2 — 9
Resolugdo. Temos uma indeterminagao do tipo 0/0. Multiplicando o numerador e denominador pela expressao vz + 13 + 2/x + 1 teremos:
(Vz ¥ 13— 2vz F (Vo F 13+ 2vz F 1) -3 1

lim = lim =—_.
—3 (22 —9) (V& F 13+ 2Vx F 1) z—=3 (z + 3)(vVx + 13 + 2vz + 1) 16
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4 Unidade IV. Limites notaveis

4.1 Introducao

No célculo de limites de expressoes contendo fungdes trigonométricas, exponenciais ou logaritmicas, frequentemente usamos os limites notaveis, que iremos abordar

nesta unidade.

4.2 Objectivos

No fim desta unidade didéactica o aluno sera capaz de:
1) Enunciar os principais limites notaveis;

2) Aplicar os limites notdveis no cdlculo de limites.

4.3 Limites notaveis

Proposigéo 1.

sin x
lim =1.
z—0 o
Exemplo 26. Calcule
sin 5z
lim
x—0 x
t
Resolugéo. Fazendo t = 5z temos que @ = — e t — 0. Assim,
sin 5z 5sint sint
lim = lim =5 lim =5,
x—0 x t—0 t t—0 ¢
sint

pois lim =1 é um limite notdvel.
t—0 ¢
Nas aplicagdes da andlise matematica, um grande papel joga a fungdo exponencial de base e.

Proposigéo 2.

e —1
lim =1
=0 g
Exemplo 27. Calcule
a® — 1
lim , a > 0;
Resolugéo. Fazendo a® = %M@ temos
ut _ ozlna _ g
lim — =1Ina lim —— =1Ina,
x—0 T z—0 zlna
exlna _ g
pois lim — =1,
z—=0  zlna

Proposigdo 3.
In(1 + )
—_— =1
x—0 T

Exemplo 28. Calcule

Inz —lna
lim ———
—

Resolugdo. Fazendo a substituigdo z — a =t temos

Inz —Ina In(t+a)—Ina In(1+ &) 1 In(1 + 6)
lim = lim = lim @ — _ jim — =
—a x —a t—0 t t—0 t a 6—0 0

e |~

t
Aqui fizemos a substituicio — =6 — 0.
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4.4 Exercicios

tgx
1) Calcule lim —;
x—0 g

sin 5z — sin 3z
2) Calcule lim —M
z—0 sin @

tgx — sinx

3) Calcule lim
z—0 sin3 z

sinx — sina

4) Calcule lim ———;
T —

5) Calcule lirnO Y1 — 2z;
z

6) Calcule

4.5 Respostas

1) 1;
2)
1
3) —;
2
4) cosa;
5) e 2,

6) a%In & .
e

4.6 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:
1) Ler o pardgrafo 4.3 desta unidade;
2) Do livro Elementos de Andlise Matemdtica-Parte I, ler as paginas de 85 a 86;
3) Elaborar uma lista dos principais limites notdveis abordados;
4) Resolver os exercicios do pardgrafo 4.4 desta unidade;

5) Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 216, 217, 218, 219, 221, 222, 223, 225, 226, 229, 232, 233, 234, 235, 239, 211, 242, 243, 244, 247, 248,

249, 250, 251, 257, 259, 261.

4.7 Auto-avaliacao
1) Escreva os limites notdveis que conhece;

1 —cosx
2) Calcule lim —;
x—0 2

cosx — cos 3x
3) Calcule lim —M———;
z—0 z2

1 — /cosx
4) Caleule lim — Y .
z—=0 1 — cos V&
5) Calcule zli>moo z(In(l + z) — Inx);
1

a® 4+ b7 4T\ 3
6) Calcule li‘r’no _ , a>0,b>0, c>0.
T

3
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4.8 Chave de correccao

1) Veja a definigdo dada no pardgrafo 3.3 desta unidade;

1—cosx

2) Calcule lim ;
) x—0 2

x

Resolugdo. Pegamos a expressdo 1 — cosx e vamos fazer algumas transformacdes:

B4 x £ B4 x x x T
1 —cosae = sin? — + cos? — — cos2— = sin? — + cosZ — — cos® — + sin? — = 2sin? —.
2 2 2 2 2 2 2 2
Assim,
1—cosa 2sin? L sin€ sing 1 sin £ sin L
lim = lim = lim 2 c—= = — lim lim = —,
z—0 z2 z—0 2 x—0 z x 2 z—0 % —0 % 2
sin %
pois lim =1. 0
r—0 Z
2
cosx — cos 3z
3) Calcule lim —M————;
x—0 2
Resolugdo. Vamos explorar a férmula
a+ B B -«
cos o — cos B = 2sin sin —.
2
Assim,
x + 3z 3z — x
cosx — cos 3z = 2sin ——— sin ——— = 2sin 2z sinx.
2
Calculando o limite temos:
cos x — cos 3z 2sin 2z sinx sin 2z sinz
lim = lim =4 lim . =4. N
z—0 z2 z—0 z2 z—0 2z x
1 — /coszx
4) Calcule lim ——
=0 1 — cos VT
Resolugéo. Vamos multiplicar e dividir por 1 — y/cos@ e ter em conta que
VT
1 — cos V& = 2sin? Y.
2
Assim,
1 - Jecosa 1—cosw 2sin? £

_ 2
1—cosVT (14 /co5F)2sin2 @ (1 + Veos@)2sin? 4

Passando para o limite obtemos zero, pois o numerador comporta-se como z2 enquanto que o denominador comporta-se como

5) Calcule $li§%o z(In(l + z) — Inz);

Resolugéo. Temos que

x4+ 1 1 In(1 + t)
lim z(In(l+2) —lnz) = lim xln = lim zln(l4—)=lim ——~ =1
T — 00 T — 00 z T — 00 . t—0 +
1
Fizemos a substituigio z = —. W
t

a® 4+ b% 4 T

1
T
) , a>0,b>0, c>0;
3

6) Calcule lim (
z—0

Resolugdo. Temos uma indeterminagdo do tipo 1°°. Sendo assim,

lim
T —

. P P 1 . 1 T 4T 4T
(n’1+bz+cx)m 76;:,)051“(%)‘
3

Vamos calcular o limite que estd no expoente:

x—0 g 3 x—0 g

1 a® 4+ bT 4 T 1 a® 4 bT 4 T
lim —In|—— |} = lim —In|{———— 141 =
3

1 a® — 1 bT — 1 T —1 1
= lim —In + + +1) = lim —
3 z

z—0 g 3 z—0 o

a® —1 T —1 T -1 1 3
lim0 + + = —(Ina+1Inb+Inc) = In Vabe.
3
Deste modo

abce.

1
<“z+bx+cx)5 In ¥abe _ 3 -
—_— = e =
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5 Unidade V. Comparacao de infinitésimos

5.1 Introducao

Por definigdo, uma funcéo é infinitésima, quando z tende para a, se o seu limite é igual a zero. A razdo entre dois infinitésimos pode comportar-se de diferentes

maneiras: pode ser um nidmero finito, pode tender para infinito, pode tender para zero ou mesmo pode nao ter limite.

5.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno serd capaz de:
1) Definir infinitésimos da mesma ordem e infinitésimos equivalentes;

2) Aplicar infinitésimos equivalentes no célculo de limites.

5.3 Comparacgao de infinitésimos

Dois infinitésimos comparam-se entre si com ajuda das suas razdes. Sejam a(z) e B(x) dois infinitésimos, quando = tende para a.

Definigdo 16. Diremos que a(xz) e B(x) sdo dois infinitésimos da mesma ordem se

X a(x)
mlﬁla m =c # 0.

No caso particular quando ¢ = 1 diremos que a(xz) e B(x) sao dois infinitésimos equivalentes. A denotagdo usada é: a(z) ~ B(z), = — a.
Exemplo 29. Compare os infinitésimos o = 322 ¢ B = 14z2, = — 0.

Resolugdo. Vamos determinar o limite do quociente:

a(x) 322 3

lim —— = lim —— = B
r—0 B(x) z—0 1422 14

Logo, pela definigdo dada, os infinitésimos o = 322 e B = 1422, quando = — 0, sido da mesma ordem.
Exemplo 30. Compare os infinitésimos o = sine ¢ B =1In(1+a), @ — 0.

Resolugdo. Vamos determinar o limite do quociente:
a(x) sin

lim —— = lim ———— =
*=0 @) @201+ )

Logo, pela defini¢io dada, os infinitésimos o = sin@ e 8 = In(1 + @), quando = — 0, sdo equivalentes.

a(x)

Definigdo 17. Se lim = 0, entdo diremos que a(x) é um infinitésimo de maior ordem que B(z). A denotagio usada é a(x) = o(B(z)), = — a.

T B (a)

Exemplo 31. Compare os infinitésimos o = 3z% ¢ B =Tz, ¢ — 0.

Resolugéo. Vamos determinar o limite do quociente:

a(x) 3z4
lim —— = lim —— = 0.
z—0 g(x) z—0 7o

Logo, pela defini¢ao dada, o infinitésimos a = 324 ¢ de ordem superior em relagdao ao infinitésimo 8 = 7z, quando = — 0.
Exemplo 32. Verifiqgue se 1 — cosx = o(z), « — 0.

Resolugdo. Temos que
1 —cosz 1— cos? a sin? @
lim = lim i _—
z—0 z =0 z(1 + cos x)

=0

im
z—0 2g

daf que é correcta a igualdade 1 — cos@ = o(z), & — 0.
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5.4 Aplicagao de infinitésimos no calculo de limites

29

Dentre os infinitésimos da mesma ordem um papel importante no cdlculo de limites jogam os infinitésimos equivalentes. Eis alguns infinitésimos equivalentes:

2)

3)

4)

5)

6)

Exemplo 33.

e’ — 1~ x,

x — 0;

14+z2)% —1~az, 2 —0;

tgx ~x, = — 0.

Calcule

tg 2x

lim

z—0 sin 3z

Resolugédo. Aplicando as equivaléncias temos tg2x ~ 2z e sin3xz ~ 3z, quando = — 0. Assim,

Exemplo 34.

Calcule

arcsin(z — 1)

lim

z—1 12—5z+4'

tg 2a 2z 2
lim = lim —
z—0 sin3z *—0 32 3

Resolugdo. Aplicando as equivaléncias temos arcsin(@ — 1) ~ @ — 1 e 22 — 5z +4 = (z — 1)(z — 4) ~ —3(z — 1), quando = — 1. Assim,

5.5 Exercicios

1)

2)

3)

1)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

lim

arcsin(xz — 1) x — 1 1
= lim, R

z—1 32 _ 5z +4 z—1 _3(x — 1) 3

Suponhamos que = — 0. Extraia o termo principal do tipo cz™ (¢ é constante) e defina a ordem infinitésimal em ordem a =, para f(z) = 2z — 3z + 2 ;

Suponhamos que @ — 0. Extraia o termo principal do tipo cz™ (c é constante) e defina a ordem infinitésimal em ordem a @, para f(z) = I+ @ —

Suponhamos que @ — 0. Extraia o termo principal do tipo cz™ (c é constante) e defina a ordem infinitésimal em ordem a x, para f(z) = tgo — sin @ ;

Seja

Seja

Seja

Seja

Seja :

Seja a

Seja

— 1. Extraia o membro principal da forma c(z — 1)™ para f(z) =lnz;

x

— 1. Extraia o membro principal da forma c(z — 1)™ para f(z) = ¥ — ¢e;

. Extraia

. Extraia

. Extraia

. Extraia

. Extraia

o

o

o

o

o

membro

membro

membro

membro

membro

principal da

principal da

principal da

principal da

principal da

forma

forma

forma

forma

forma

1\n 41
c (*) para f(z) = —
T z4 +1

(%)” para f(z) = VEFT - v/

1\ 1 1
e(=)" para f(@) = = sin—
x

x x
ca™ para f(z) = 22 4+ 100z 4+ 10000 ;

225
ca™ para f(z) = —— .
z3 — 3z 4+ 1
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5.6 Respostas

1)

2)

3)

4)

6)

7

8)

9)

10)

c=2e
c=1c¢e
1
c= —
2
c=1c¢e
c=cee
c=1e
1
c= —
2

n =3
n=1;
n=1;
n =3
1
n=—;
2

5.7 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:

1)

2)

3)

4)

2)

3)

1)

5)

6)

7

8)

ANALISE MATEMATICA I-Unidade V. Comparacao de infinitésimos

Ler os pardgrafo 5.3 ¢ 5.4 desta unidade;

Do livro Elementos de Andlise Matemdtica-Parte I, ler as paginas de 85 a 100;

Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;

Resolver os exercicios do pardgrafo 5.5 desta unidade;

Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 289, 293, 296, 298, 301.

Auto-avaliacao

Dé a definicao de infinitésimo;

Dé a definicao de infinitésimos equivalentes;

Calcule

Calcule

Calcule

Calcule

Calcule

Calcule

(1 4+ ma)™ — (1 4+ nx)™

lim
z—0 z2

2100 _ oy 41
lim ————
r—1 250 _ 24 41

i "1+ az — VI + Bz
im ——————

x—0 x

In(1 + 3%)

lim ———————;
T——00 In(1 + 27)
In(1 + ze®)

lim ——
220 1n(z 4+ /1 + 22)

In(z2 + %)
lim —————— .
=0 In(z4 4 e2)

, onde m e n sao elementos de N;

, m e n sado elementos de Z;
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5.9 Chave de correccgao

1) Veja a definigdo dada no pardgrafo 5.3 desta unidade;

2) Veja a definigio dada no pardgrafo 5.3 desta unidade;

(1 4+ ma)"™ — (1 + nz)™
5 ,

3) Calcule lim
x—0 T

Resolugdo. Fazendo uso do binémio de Newton temos:

(1+mm)n:1+mnz+

(14 nz)™ =1+ mnz +

Quando = — 0 sdo validas as igualdades:

Deste modo tém lugar as férmulas assimptéticas:

n
1+ nm:)n =1+ mnz + 771.212

—1
m(m )n212 i (m)ngzg o

onde m e m sdo elementos de N;

r — 1
T T
2

2 3

+ o(z?),

Colocando estas expressbes no numerador e apés algumas operagdes teremos:

(1 4+ maz)"™ — (1 + nz)™
lim =

27 lnm(n — m)a? + o(x?)
lim =

x—0 2

2100 _ oy 41
4) Calcule lim ———;
x—1

250 — 22 41

Resolugéo. Fagamos a substituigio @ — 1 = 6 — 0. Entdo

2100 _ 95 41

lim

x—0 2

(14 6)100 _ 29 _ 1

z—1 £50 _ o

Considerando as férmulas

(1+06)

temos:

1000 — 26

= lim .
x4+ 1 6—0 (14 6)50 —20 — 1

™ =14 n6+0(0), 6 —0,

+o(0) 980 + 0(0) _ 49

im = ——
0—0 500 — 26 + o(8) 0—0 486 + 0(0) 24

"1+ az — V1 + Bz

@

5) Calcule lim , m e n sao elementos de Z
z—0

Resolugéo. Temos que

14+ nz)™ =1+ mnz + m

"1+ az =1+ i;c-¢-o(ac), Y14+ Bz =1+ Ez+o(z), z — 0.
m n

Colocando estas férmulas assimptéticas na nossa expressao temos

a, B

z+o(:c)7a B

lim
x—0

In(1 + 3%)
6) Calcule lim ———";
T——00 In(1 + 2%)

Resolugdo. Considerando o facto que

In(1 4 3%) ~ 3%,

temos

In(1 + 37)

lim
z——00 In(1 4 2T)

n =2 _ 2 m

x m n

z — —oo, In(l1+2%)~2" =z —

3% 2\ T
= lim — = lim (—) = 0.
T— —00 2T z—00 \ 3

—oo

Zmn(n —m). R
2

31
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In(1 4 ze®)
7) Calcule lim

z—0 In(xz + 1+12)

Resolugdo. Vamos determinar as férmulas assimptéticas para In(z 4+ /1 4+ mz) e In(1 + ze®), quando = — 0. Temos:

2
In(1+ 1+z2)=ln(1+z+\/1+m271)=1n(1+z+ m

14 4/1+ 22

In(1+ xze®) =« + o(z), =z — 0.

) =In(1+ =+ o(z)) = = + o(x),

Deste modo é facil ver que

In(1 4 ze®) . z +o(x)

im —mMm———— im ——— = | |
20 e 4 /1 +22)  T70 2+ o(x)

In(z2 + %)
8) Calcule lim —
0 In(z4 4 e2)

Resolugédo. Temos que

In(z2 +e®) =In(1+22+e® —1) =l +e® — 1+ o(x)] =e® — 1+ o(z) = « + o(x),

x — 0,
In(z? + 2Ty = In(1 4+ 2 — 14 2f) = (1 4+ 2% — 14 o(2)] = 2% — 1+ o(x) = 22 + o(z), =« — 0.
Assim,
In(z2 + %) z + o(x) 1
lim = lim =_. n
z—0 In(a? 4+ e22) =0 22 4 o(x) 2
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6 Unidade VI. Continuidade de funcoes

6.1 Introducgao

Rudimentarmente falando, uma fungéo é continua se uma variagdo pequena na variavel independente causa uma variagdo pequena no valor da fungio. Geometri-
camente, uma fun¢do ¢ continua num intervalo se o seu grafico estd ligado, isto é, ndo tem quebras. Popularmente falando, diz-se que uma funcdo é continua se o seu grdfico

pode ser esbocado sem que se levante a caneta do papel.

6.2 Objectivos

No fim desta unidade didédctica o aluno sera capaz de:
1) Definir fungao continua;

2) Classificar os pontos de descontinuidade.

6.3 Continuidade em termos de limite

Definigdo 18. Diremos que a fun¢io f(x) é continua no ponto = = a se:
1) A fungio f(z) estd definida no ponto © = a;
2) O limite de f(x) quando = tende para a eiste;
8) Este limite € igual a f(a).

Definigdio 19. A fungio f(x) ¢ continua & direita do ponto a se lim f(z) = f(a). A notagio usada ¢: lim f(z) = lim  f(z) = f(at).
r—a r—a x +

z>a z>a —a

Definiglo 20. A fungio f(z) ¢ continua & esquerda do ponto a se lim f(x) = f(a). A notagio usada é: lim f(x) ef Jm e fla™).
r—a z—a z_sa—
rz<a z<a
Exemplo 35. Investigue a continuidade da fun¢do f(x) = |z|.
Resolugdo. Por definicao,
z, se x>0,
|z| = 0, se x =0,
se = < 0.
O ponto que suscita dividas, sobre a continuidade da funcao f(xz) = |z|, é @ = 0. Vamos verificar se f(x) é continua nesse ponto:

lim f(z) = lim f(z) = f(0) =0,
z—0t z—0"

portanto a fun¢do f(z) =

x| é continua em todo o seu dominio de definigédo.

Exemplo 36. Calcule o valor de A de modo que a fun¢do

sin 22
se x # 0,
fz) =
A se =0
seja continua no ponto x = 0.
Resolugdo. Se f(z) é continua no ponto = = 0, entao:
sin 2z sin 2z
A= f(0) = lim f(z)= lim —— =2 lim =2.
x—0 x—0 x z—0 2

Exemplo 37. A funcdo
YTFao—1

flz) = TFE_1

ndo tem significado, quando @ = 0. Defina f(0), de modo que f(x) seja continua no ponto @ = 0.
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Resolugdo. Para que a fungio f(z) seja continua no ponto @ = 0 é preciso definir f(0) de tal modo que
£(0) = lim_ f(x).
x—0

Fagamos a substituicio 1+ 2 =5 — 1, @ — 0. Entao,

Cot2 - ) (t—1(t+1) 2

1 . = lim =
t—1¢3 1 t—=1l (¢ —1)(t2 4t 4 1) 3

£(0) = lim_f(z) =
x—0
A fungdo f(x) é continua em E C R se ela é continua em cada ponto de E. A fungdo f(z) é continua no segmento [a,b] se ela é continua em cada ponto

de (a,b), continua a direita do ponto a e continua & esquerda do ponto b.
f(z

g(x)

Se f(z) e g(z) sdo continuas no ponto a, entdo f(z) + g(z), f(z)g(z) e, se g(a) # 0,

sdo continuas no ponto a.
Teorema 18. (Primeiro teorema de Weierstrass) Se a funcdo f(z) é continua num intervalo fechado, entdo ela é limitada nesse intervalo fechado.

Teorema 14. (Segundo teorema de Weierstrass) Se a funcio f(x) ¢ continua num intervalo fechado, entio ela atinge os seus valores mdzimo e minimo nesse intervalo fechado.

6.4 Classificagao dos pontos de descontinuidade

Se uma das trés condigdes dadas na definigio de fungdo continua nao é satisfeita dizemos que f(z) é descontinua em a .

Definigdo 21. Diremos que a é ponto de descontinuidade da fun¢io f(zx) se zlil;ja f(z) # f(a).

Definigdo 22. Se lim f(x) = lim f(x) mas nao existe f(a), entio a é ponto de descontinuidade evitavel.
z—at z—a"

Definigéo 28. Se os limites laterais em a sdo finitos, mas lim  f(z) # lim f(x), entio a ¢ ponto de descontinuidade do tipo salto.
:):~>a+ r—a

Os pontos de descontinuidade evitével e descontinuidade do tipo salto sio chamados pontos de descontinuidade de primeira espécie.
Quando um ou ambos limites laterais numa vizinhanga do ponto a nio existem ou sdo iguais a infinito, diremos que a é ponto de descontinuidade de sequnda

espécie.

Exemplo 38. Dada a fungao

10.5 , se 0 <z <10,

x4+ 1 , se 10 <z < 14,
f) =

z—1 , se 14 <z < 30,

29 , se 30 < x < 42,

determine os valores de @ para os quais f(x) é descontinua e classifique esses pontos de descontinuidade.

Resolugédo. Nos pontos = 10 e © = 14 a funcgdo estd definida, mas nao tem limite nesses pontos. A fungao possui descontinuidade tipo salto nos pontos =z = 10

ez =14.

Exemplo 39. Dada a fungdo
30241, se 0<a<1,
f(z) =

4z —2 , se x>1,

determine o seu ponto de descontinuidade e com ajuda de limites laterais classifique o ponto de descontinuidade.

Resolugdo. Temos: lim f(z) = lim (322 4+ 1) =4, lim f(z) = lim (4z —2) = 2. O ponto = = 1 é ponto de descontinuidade tipo salto.
r—1— r—1— x—1+4 x—1

x
Exemplo 40. Dada a fungio f(x) = 5 determine os pontos de descontinuidade e caracterize-os.
1+ )
Resolugéo. Esta fungio estd definida em R\ {~1}. O ponto @ = —1 é de descontinuidade de segunda espécic, pois lim  f(z) = —oo.
T——
s

Exemplo 41. Investigue a continuidade da func¢io f(x) =

se x #0 e f(0)=1.
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Resolugéo. Temos:

sin x
5 se x >0,
=
flz) = 1, se
sin x
- s se =<0
@

Vamos verificar se f(x) é continua no ponto x = 0. Para tal, precisamos de calcular os limites laterais desta fungdo no ponto = = 0:
+ sin @
f(OT) = lim f(z)= lim —— =1= f(0),
z—0t z—=0 g

sin

f(0O7) = lim f(z)=— lim = —1# f(0).
z—0— z—=0 g

A fungdo f(x) é descontinua no ponto = = 0, pois f(0T7) = f(0) # f(0~). Contudo, ela é continua & direita do ponto @ = 0.

6.5 Exercicios

1) Calcule o valor de A de modo que a fungao
3z

sin 2x e -1
+ — se x # 0,
x x
f(@) =
A se x =0,
seja continua no ponto = = 0;
2) Seja
eT se <0
flz) =
A+ x, se = > 0.
Determine A de modo que f(x) seja continua;
3) Calcule o valor de A de modo que a fungao
1 — cos2x
_ se x # 0,
z2
f(e) =
A se x =0
seja continua no ponto = = 0;
4) A funcao
10.5 , se 0<t< 12,
11 , se 12<t < 16,
I(t) =
11.5 , se 16 <t < 28,

11 , se 28 <t < 32,

fornece a taxa de juros (em percentagem) como fungio do tempo para as primeiras 32 semanas do ano. Determine os valores de t para os quais I(t) é

descontinua e classifique esses pontos de descontinuidade. Calcule I(12), I(16) e I(30).

5) Com ajuda de limites laterais investigue a continuidade da fungao

z2 -2 | se 2<a2<7,
f(z) =
40 . se x>
14w
6) Dada a fungio f(z) = —— , determine os pontos de descontinuidade e caracterize-os.

1+ a3
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6.6

1)
2)
3)
1)
5)

6)

6.7

Respostas

5;
A=1
A=2

ANALISE MATEMATICA I-Unidade VI. Continuidade de func¢oes

A fungédo dada é descontinua nos pontos t = 12, t = 16 e t = 28. Os valores de I(t) nos pontos 12, 14 e 30 sdo 11, 11.5 e 11, respectivamente;

A funcgao é descontinua no ponto = = 7 tipo salto;

O ponto z = —1 é ponto de descontinuidade evitavel.

Tarefas

Para esta unidade o estudante deverd desenvolver as seguintes actividades:

1)
2)

3)

)
5)

6)

6.8

2)

3

4

5)

6)

7

Ler os pardgrafos 6.3 ¢ 6.4 desta unidade;

Do livro Elementos de Andlise Matemdtica-Parte II, ler as pdginas de 8 a 14;

No capitulo 7, do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econdmica-Parte I, ler as pdginas de 262 a 267, 270, 276 a 280 e resolver os exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6

e 7 do pardgrafo 7.7, e exercicios 1, 2, 3, 4, 5 e 6 do pardgrafo 7.9;

Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;

Resolver os exercicios do pardgrafo 6.5 desta unidade;

Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 304, 305, 309, 313, 316, 317, 331, 340.

Auto-avaliacao

Dé a definicdo de funcdo continua no ponto;
Dé a definigdo de descontinuidade evitavel;

Investigue a continuidade da funcao

_1
Investigue a continuidade da fungao f(xz) = e el ,se x #0 e f(0) =0;

Determine o valor de A de modo que a funcao

seja continua no ponto x = 3;

Calcule o valor de A de modo que a fungio

seja continua no ponto = = 0;

A funcgao

22 —4
se @ # 2,
z —2
flz) =
A, se x =2
23 — 27
i se @ #3,
x — 3
A, se x =3,
sindz €% — 1
+ se x # 0,
X £ x
fz) =
A se x =0
Vito-1
YT¥z-1

ndo tem significado, quando @ = 0. Defina f(0), de modo que f(z) seja continua no ponto @ = 0;



M. Alves, E. Alves 2023

8) Com ajuda de limites laterais investigue a continuidade da fungio

3z4+1 , se 0<ax<3,
fz) =
5z — 5 , se x> 3.
6.9 Chave de correcgao
1) Veja a definigdo dada no pardgrafo 6.3 desta unidade;
2) Veja a definigdo dada no paragrafo 6.4 desta unidade;
3) Investigue a continuidade da fungdo
se xm # 2,
f(@) =
A, se = =2;
Resolugédo. Precisamos verificar se f(x) é continua no ponto = = 2. Temos:
z2 — 4 (z — 2)(z + 2)
lim_f(z) = lim = lim = lim (z + 2) = 4.
r—2 =2 £ — 2 r—2 —2 r—2

BEm conclusio, se A = f(2) é igual a 4, entdo f(x) é continua no ponto @ = 2, consequentemente ela é continua em todo o seu domfnio. M

1
4) Investigue a continuidade da fungao f(xz) = e ra ,se ¢ #0 e f(0)=0;

Resolugdo. Vamos calcular os limites laterais da fungdo no ponto = = 0:

—1 _1 _
lim f(z)=e 0 =e  =o, lim f(z)=e 0 =e =0
z—0t z—0"
Logo, f(x) é continua. W
5) Determine o valor de A de modo que a fungao
23 — 27
_ se x # 3,
x — 3
) =
A, se x =3,
seja continua no ponto = = 3;
Resolugédo. Temos:
z3 — 27 (z — 3) (22 + 3z + 9) 5
lim f(xz) = lim = lim = lim_ (22 + 3z + 9) = 27.
r—3 *—3 x — 3 x—3 x — 3 x—3
Em conclusdo, se A = f(3) fér igual a 27, entdo f(x) é continua no ponto z =3. W
6) Calcule o valor de A de modo que a fun¢ao
sindz 8T 1
+ se x # 0,
x x
f(@) =
A se = =0
seja continua no ponto = = 0;
Resolugédo. Se f(xz) é continua no ponto = = 0, entédo:
sindz 8% —1 sin 4z S
A= f(0) = lim f(z) = lim +——— ] =4 lim +6 lim =10. H
x—0 x—0 x x z—0 4g x—0 6x
7) A fungao
1+z—1
Fo) = g——
Vi+zxz -1
nio tem significado, quando @ = 0. Defina f£(0), de modo que f(x) seja continua no ponto = = 0;
Resolugdo. Para que a fungdo f(z) seja continua no ponto @ = 0 é preciso definir £(0) de tal modo que
f(0) = lim_f(=x).
x—0
Facamos a substituicdo 1 + o« = t6 1,  — 0. Entao,
3 2
t3 -1 (t—1)(t2 +t+1) 3
£(0) = lim_f(z) = lim = lim =—. N
x—0 t—1 42 _ 1 t—1 (t—1)(t+1) 2
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8) Com ajuda de limites laterais investigue a continuidade da fungio

3z + 1 s se 0 <z <3,
fz) =
52 —5 , se x>3
Resolugdo. O ponto onde suscita didvidas sobre a continuidade da funcao é = = 3. Calculando os limites laterais vemos que
1) =10, lim f(x)= lim (5z —5) =10 e f(3) = 10. A fungédo dada é continua em todo o seu dominio.
x—34+ r—3—

lim f(z) = lim (3z +
r—>3— r—>3—
]
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7 Unidade VII. Derivada e diferencial de funcoes

7.1 Introducao

A derivada é uma das nogdes fundamentais da Matemética. Ela tem aplicagdo na resolugio de intimeros problemas da matemética, fisica e outras ciéncias, em

particular no estudo da velocidade de diferentes processos.

7.2 Objectivos

No fim desta unidade didéactica o aluno sera capaz de:
1) Definir derivada e diferencial de fungao;
2) Conhecer as regras de derivagao;

3) Conhecer o sentido geométrico e mecanico da derivada.

7.3 Definicao de derivada e diferencial

Seja f(x) uma fungdo definida numa certa vizinhanga do ponto xzg. A expressao

ar % reg + Aq

— f(=z0)
chamaremos acréscimo da fungdo f(x) no ponto x( correspondente ao acréscimo Az do seu argumento .

Definigdo 24. A expressio
f(zo + Az) — f(=0)

lim
Axz—0 Ax
. o y o, df (z)
chamaremos, caso exista, derivada da fungio f(z) no ponto xq . A denotagio usada é f'(wqg) ou
z=zq

Exemplo 42. Determine o acréscimo Az do argumento @ e o respectivo acréscimo Ay da fungio f(x) = loga, se @ wvaria de 1 até 1000.

Resolugdo. Temos zg = 1, zg + Az = 1000, portanto Az = 1000 — 1 = 999. O acréscimo Af & f(1000) — f(1) = log 1000 — log1 = 3.

Exemplo 43. Usando a definicio, determine a derivada da fungio f(x) = @2 .

Resolugdo. Por definicao

) . f(z + Az) — f(x)
@)= lim — 7 7
Az—0 Ax
Temos:
flz + Az) — f(z) = (z + Ax)? — 22 = 22Az + A2z,
Assim,
, e 2202 A2z N ,
f(z)—A;ioiAz 7A;r£>0(z+ z) = 2x.

Diremos que a funcgdo f(x) é diferencidvel no ponto xp se o seu acréscimo Af neste ponto, correspondente ao acréscimo Az do argumento z, admite a
representagao

Af = AAz + a(Az)Ax,
onde A é um certo valor, nio dependente de Az, a é uma fungio dependente de Az, infinitamente pequena e continua no ponto Az = 0.
Teorema 15. Para que a func¢io f(x) seja diferencidvel no ponto xq € necessdrio e suficiente que exista a derivada f'(zo) .

Neste caso o acréscimo é Af = f/(zg)Az + aAz.
A fungio linear homogénea de argumento Az definida por df = f/(zg)Az (f/(zg) # 0) chamaremos diferencial da funcdo f(z) no ponto xq. Para valores
de Az muito pequenos temos Af = df, isto &,

flg + Az) = f(ug) = ' (wg)Aw.



40 ANALISE MATEMATICA I-Unidade VII. Derivada e diferencial de funcées

7.4 Sentido geométrico e mecanico da derivada

Se a fungdo f(z) possui derivada no ponto xg igual a f’(zg), entdo o grafico desta fungio tem no ponto M (zq, f(zg)) uma tangente, sendo o seu coeficiente

angular igual a f/(xzq). Isto é, a equagdo da tangente ao grafico de f(z) no ponto M é y(z) = f'(zg)(z — zq) + f(zg).

1
A equagdo da normal, isto é, a recta que passa pelo ponto tangencial M (zq, f(xzg)) e perpendicular & tangente é y(z) = 7,7(:2 — xqg) + f(xzg).
f'(z0)
Esta é a interpretagio geométrica da derivada.
—
Sejam z(t), y(t) as coordenadas dum ponto N, no plano, no momento t e sejam i e j dois vectores unitarios perpendiculares. O vector r = ON podemos

escrever

r(H) = 2(B)i + (D)

e a sua derivada

v (1) = 2’ ()i + v’ (1)

Esta derivada r’(t) expressa o vector velocidade instantaneca do ponto N no momento t e estd orientado segundo a tangente & trajectéria.

Esta é a interpreta¢ao mecanica da derivada.

Exemplo 44. Pelos pontos A(2,4) ¢ B(2 + Az,4 4+ Ay) da curva y = @2 passa a secante AB . Determine o valor do coeficiente angular desta secante se Az = 1. Qual é o

valor do coeficiente angular da tangente & esta curva no ponto A ?

Resolugdo. O ponto A tem as coordenadas ¢4 = 2, y4 = 4 e o ponto B tem as coordenadas zg = 2 + Az, yg = 4 + Ay. O coeficiente angular da secante

AB é
& YB — YA 4+ Ay — 4 Ay
1= = = —.
Tp —TA 24+ Ax — 2 Az

5

Se x =2 e Ax =1, entdo Ay = (24 1)2 — 22 = 5, portanto k] = — = 5.
1
O coeficiente angular da tangente & curva y = @2, no ponto A(2,4), é igual & y’(2). Calculando a derivada de y = ¢2, quando @ = 2, temos kg = y/(2) = 4.
Exemplo 45. A lei de movimento dum ponto no eizo OX dd-se pela férmula x(t) = 10t + 5t2, onde t € o tempo (em segundos) e x € a distancia (em metros). Determine a

velocidade média do movimento, no intervalo de tempo 20 < t < 20 4+ At , e calcule essa velocidade se At =1, tg = 20.

Resolugédo. A velocidade média é igual ao quociente do espaco percorrido sobre o tempo que o ponto levou a percorrer esse espaco. Assim,

x(tg + At) — x(tg)  10(tg + At) + 5(tg + At)2 — 10t — 5t
At N At

vm (tg) = =10 + 10ty + 5At.

A velocidade média, no intervalo de tempo 20 < t < 20 + At, At =1 é

10+ 10-2045-1 = 215m/s.

7.5 Regras de derivacao e tabela de derivadas

Sejam « € R, f(z) e g(x) duas fungdes que possuem derivadas. Entdo,

1)

2) (af(@) =af(2);
3) (f(@) £g9(@) = f'(2) £ g'(2);

1) (f(@)g@) = f(@)g@) + f(@)g ()

o

’ ’ ) ’e.
(f(ﬂ) _ IT@e@) — f(@)g (t), g(x) £ 0.

9(z) 92 ()

Seja x a varidvel independente. Entéo,
1) (2™) = nan1;

2) (sinz)! = cosax;

3) (cosz)) = —sinz;

1 ™
7,(w#7+n7r,n=0,i1,.,.>;
2

4) (tg z) = >
cos2 x

5) (ctgz)lzf_2 , (x#nmw,n =0,%1,...);
sin? z
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1
6) (arcsinw) = ———, (-1 <z < 1);
1— x2
’ 1
7) (arccosz) = ——=—, (-1 <z < 1);
V1 — 22
1
8) (arctgz) = ——;
14 x2
, 1
9) (arcctgz) = ————
1+ a2

10) (a®) =a%lna, (a > 0,a #1).
Definigdo 25. A expressio
. flzg + Az) — f(zq)
lim —— - T2
Axz—0— Az
chama-se derivada de f(x) & esquerda do ponto x(q . Denota-se f’ (zq).

Definigdo 26. A expressio

f(zo + Az) — f(=)

lim
Az—0Tt Ax
chama-se derivada de f(xz) & direita do ponto xg . Denota-se f_/'_ (zg) -
Para que a funcgdo f(x) tenha derivada no ponto zq é necessirio e suficiente que f/ (xqg) = fjr(zo). A afirmacdo “a funcdo tem derivada” entendemos a
existéncia de derivada finita.
A expressdo para o célculo da derivada pode se apresentar de outra maneira equivalente. Se fizermos z(g 4+ Az = x temos:
f(=) — f(=zo)
#(wg) = lim 2 LF00
r—x(q = — zq

Exemplo 46. Determine a derivada da fungio f(x) = 2+ x — z2.
Resolugdo. Aplicamos a regra de derivagdo para a soma de func¢des. Assim,
) =Ct+te—a2) =2 +a2' — (%) =0+1-20=1-2a.
Exemplo 47. Calcule f'(2) se f(z) = 22 sin(z — 2) .
Resolugdo. Vamos primeiro determinar f’(a:) e, para tal, faremos uso da regra de derivacdao dum produto. Assim,
£ (@) = (2% sin(z — 2))’ = (2?)’ sin(z — 2) + =% (sin(z — 2))’ = 2o sin(z — 2) + 22 cos(z — 2).
Particularizando @ = 2 temos f/(2) = 4.

aze + b
a2 4 b2

Resolugéo. A expressdo /a2 + b2 é constante e, por isso mesmo, podemos tird-la debaixo do sinal da derivada. Assim,

Exemplo 48. Determine a derivada da funcio f(x) =

’

6 5
’ azxz® + b 1 6 , 6ax
f(z) = = (az® + b)) = ——.
\/a2+b2 \/a2+b2 /a2 + b2
Exemplo 49. Determine a derivada da func¢do f(x) = (sinz) V22,
~ . . < ~ . ﬁ 2/3 .
Resolugdo. Aplicamos a regra de derivagdo para o caso quando temos o produto de duas fungdes g(z) = sinz e h(z) = x4 = x . Assim,

(@) = [g@)h(@)] = ¢’ (x)h(z) + g(z)h' (2).

2
Determinamos, primeiro, g/(z) = (sinz)’ = cosz e h'/(z) = (z2/3)’ =223 Em conclusao,
3
3 2sinx
fl(z) = (cosa) Va2 + ———.
3 Yz
a + bz
Exemplo 50. Determine a derivada da fungio ——— .
c+dx

Resolugdo. Aplicamos a regra de derivagdo para o caso quando temos o quociente de fungdes. B claro que neste exemplo devemos fazer a restricio ¢ + da # 0.

Deste modo,

ey = (a+bz)/7 (a + bx) (c + dz) — (a + bx)(c + dz)’ B
’ o c+dx B (c+dm)2 B
- b(c + dxz) — d(a + bz) - bec — da

B (c + dx)2 T e+ dx)2’




42 ANALISE MATEMATICA I-Unidade VII. Derivada e diferencial de funcées

7.6 Exercicios

1) Usando a definigdo de derivada, determine a derivada da fungdo f(xz) = /z;
2) Usando a definicdo de derivada, determine a derivada da funcgio f(xz) = x°;
3) Calcule f/(2) se f(z) = z2 sin(z — 2);

4) Determine a derivada da fungdo y(t) = 2tsint — (t2 — 2) cost;

5) Determine a derivada da fungao f(xz) =

6) Determine as derivadas laterais da fungdo f(x) = |z|, no ponto @ = 0;

7) Que angulo forma com o eixo das abcissas a tangente & curva y(z) = = — 2 no ponto com abcissa x = 17
8) Em que ponto a tangente & pardbola y = 2 — 7z + 3 & paralela & recta 5z + y — 3 = 07

9) Escreva a equacgdo da pardbola y = 2 + bz + ¢, que é tangente & recta y = = no ponto (1,1).

10) Determine o ponto da curva y2 = 223 onde a sua tangente é perpendicular & recta 4x — 3y +2 = 0.

7.7 Respostas

1

1) ;
2V

2) 322

3) f(2) =43

4) tQSint;
Cm xr —

5 L=

x

6) f4(0)=1,fL(0)=~1;

3m
7) ;
4
8) z=1,y = —3;
9) b=—1,c=1;
1 1
10) zg=—, yo = —— -
8 16

7.8 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:

1) Ler os paragrafos 7.3, 7.4 e 7.5 desta unidade;

2) No capitulo 6, do livro Matemdtica Essencial para Andlise Econémica-Parte I, ler as paginas de 177 a 185, 188 a 190, 198 a 209 e resolver os exercicios 1 e 2
do pardgrafo 6.1, exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10 do paragrafo 6.2, exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 do paragrafo 6.4, exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7 do
pardgrafo 6.6, exercicios 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 e 11 do paragrafo 6.7;

3) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;

4) Resolver os exercicios do pardgrafo 7.6 desta unidade;

5) Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 341, 343, 344, 347, 348, 358, 359, 360, 361, 362, 366, 366, 367, 368, 372, 373, 374, 376, 382, 384, 386,

388, 390, 392, 394, 396, 400, 625, 626, 628, 631.
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7.9

1
2)
3)

4)

6)
7

8)

9)

Auto-avaliacao

Dé a defini¢do de derivada de funcdo no ponto;

Enuncie as regras de derivagio;

Explique o sentido geométrico da derivada;

A varidvel z faz-se um acréscimo Az .

Demonstre que A[f(z) + g(z)] = Af(z) + Ag(z);

Dada a fungdo f(z) = e~ %, determine f(0) 4+ = f’(0);

Determine o acréscimo Ay se y = ax + b;

43

Mostre que a fungdo y(z) = ze ™% satisfaz a equagdo zy’(z) = (1 — z)y(z);
3

Um ponto material move-se segundo a lei s = — + 2t2 — t, onde s exprime-se em metros, t em segundos. Calcule a velocidade um segundo apés o
3

comeco do movimento;

Um ponto material movimenta-se pelo eixo das abcissa;

Em que momento o ponto estard em repouso?

7.10 Chave de correcgao

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Veja a definigdo dada no pardgrafo 7.3 desta unidade;

s segundo a lei

Veja as regras enunciadas no paragrafo 7.5 desta unidade;

Veja a interpretacio dada no pardgrafo 7.4 desta unidade;

1
z(t) = — (¢
4

4448 4262 — 12¢).

A varidvel x faz-se um acréscimo Az . Determine o acréscimo Ay se y = ax + b;

Resolugéo. Por definigio, Ay = y(z + Ax) — y(z). Assim,

Demonstre que A[f(xz) + g(x)] = Af(z) + Ag(z);

Ay = [a(z + Az) + b] — (az + b) = adz. B

Resolugdo. Seja F(z) = f(x) + g(x). Vamos determinar o acréscimo de F(x). Temos:

AF(z) = F(z + Az) — F(z) = [f(z + Az) + g(z + Az)] — [f(2) + g(2)] =

=[f(z + Az) = f(»)] + [9(z + Az) — g(2)] = Af(2) + Ag(x).

Dada a funcdo f(z) = e~ %, determine f(0) 4+ = f’(0);

Resolugdo. Comegamos por calcular, directamente, f(0) = e

Assim, f(0)+af/(0)=14+2(-1)=1—=.

Mostre que a fungio y(x) = ze™

Resolugdo. Vamos determinar y’(z) = (ze

equacdo, temos:

x

@) = (7"

satisfaz a equacdo xy’(z) = (1

—wy

e

—x

1.

| |
Agora vamos determinar f/(0):
—eTT = f0) = —e"0 = —1.
z)y (@) ;
Colocando ¢~ % — ze™% no lugar de y’(z)
z%e =ze F(l-—2z)=y(z)(1 —z). A

que se encontra na parte esquerda da
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8)

9)
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Um ponto material move-se segundo a lei s = — t, onde s exprime-se em metros, t

comego do movimento;

em segundos. Calcule a velocidade um segundo apds o

dS(t)

Resolugdo. A velocidade de um movimento rectilineo é igual a derivada da fungdo espaco em ordem ao tempo. Assim, v(t) = ——— = t2 4+ 4t — 1.

Daqui concluimos que v(1) =1+4 —1 =4 m/s. | |
Um ponto material movimenta-se pelo eixo das abcissas segundo a lei

4

1
w(t) = — (% — a3 4 262 — 12¢).
4

Em que momento o ponto estara em repouso?

Resolugdo. A velocidade obtemos ao diferenciar a fun¢ao espaco em ordem ao tempo:

da(t
<):t3
dt

v (t) = —3t2 4t — 3.

O corpo quando estiver em repouso tera velocidade nula. Deste modo, resolvendo a equagio t5

corpo estard em repouso. M

d(t)

—3t2 4+t — 3 =0 obtemos que depois de 3 segundos o
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8 Unidade VIII. Derivada da funcao composta

8.1 Introducao

Suponha que y é uma fungio de u e que u é uma fungio de . Entdo y é uma fungio composta de @. Suponha que @ varia. Isto faz com que u varie e y
também varie. Uma variagio em z, por conseguinte, causa uma “reacgio em cadeia”. Se conhecemos as taxas de variagio du/dex e dy/du, podemos determinar

a taxa de variagdo dy/dx .

8.2 Objectivos

No fim desta unidade didactica o aluno serd capaz de:
1) Derivar fungdes compostas;
2) Derivar fungdes implicitas;

3) Derivar fungdes dadas na forma paramétrica.

8.3 Regra de cadeia

Seja y = f(u) e u = @(x), entdo y = f(p(x)) é fungio composta com argumento intermédio u e argumento independente .

Teorema 16. Se a funcio u = @(x) possui derivada u; no ponto x e a funcio y = f(u) tem derivada y; no ponto uw = @(x), entdo a fungio composta y = f(p(x)) tem
, , dy  dy du

derivada no ponto @ e essa derivada é yl, =yl ul,, isto 6, — = — — .
; dx du dt

Resumindo, para determinar a derivada duma fungdo composta temos de determinar a derivada da funcdo dada em ordem ao argumento intermédio e

multiplicar pela derivada do argumento intermédio em ordem a varidvel independente. Esta é a regra de cadeia
Exemplo 51. Determine a derivada da funcio f(y) = (2a + 3by)2.
Resolugdo. A varidvel independente é y. Denotemos 2a + 3by = u(y). Entdao, f(y) = u? e f/(y) = 2uu’ = 2(2a + 3by)(2a + 3by)’ = 12ab + 18b2y.

Exemplo 52. Determine a derivada da funcio f(x) = (1 + 3z — 522)30

Resolugdo. Temos uma fungio composta do tipo f(u) = u30, onde wu(x) = 1 + 3z — 522 . Aplicando a regra de derivagio para a fungio composta temos:

£ (z) = 30u2%u/ (z) = 30(1 + 3z — 522)22(1 + 32 — 522)’ = 30(1 + 3z — 522)22(3 — 10z).

8.4 Derivada da funcao inversa

Teorema 17. Dada a funcio f(z), h que ela ¢ continua e estritamente mondtona numa certa vizinhanca do ponto mg e suponhamos, também, que eviste a derivada
df (zq)
P00 4 0. Bntio a funcio inversa @ = F—1(y) tem derivada no ponto yg = f(zg) e tem lugar a igualdade
dz
df—1 1
f~ (o) _
dy df (zg) *
dz

Exemplo 53. Usando a regra de diferenciacio da funcdo inversa, determine a derivada da funcio y = ¥z — 1.

Resolugdo. A funcio inversa x = y + 1 possui derivada T; = 392 . Logo,
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8.5 Derivada de funcao dada implicitamente e na forma paramétrica

Se a fungao é dada pela equagao y = f(x), resolivel em ordem a y, entdo a fungao estd dada na forma explicita. Uma fungao dada na forma implicita entende-se
como sendo a fungdo F(x,y) = 0, nio resolivel em ordem a y. Toda a fungdo y = f(z) podemos escrever na forma implicita por meio da equagdo f(x) —y = 0,
mas o contrario ndo é verdade.

Se a fungao implicita é dada pela equacgdo F(z,y) = 0, entdo para determinar-se a derivada de y em ordem a = nado é necessario resolver a equagio em

ordem a y: basta derivar esta equacdo em ordem a z, considerando y como funcdo de = e a equacdo obtida resolver em ordem a y/ .
Exemplo 54. Determine a derivada y’(x) da funcio dada na forma implicita 2z — 5y + 10 = 0.

Resolugédo. Derivando em ordem a x temos:

d(2xz — 5y + 10) dx dy d10
— —0=2— —5— 4 —
dx dx dx dx

3 .

’ ’ 2
=2—-5y =0=y (z) = —.
5

Exemplo 55. Determine a derivada vy’ (z) da fungdo dada na forma implicita =3 + y> = a

Resolugdo. Derivando em ordem a @ temos:

3 3 3 3 2

d(z® + y°) dx dy z

S T 0= b T 322 4342y =0 = ¢ (2) = ——.
dx dx dx y2

Suponhamos que a dependéncia entre o argumento z e a fungido y ¢é dada parametricamente na forma de duas equagdes
z ==az(t), y=uy(t),
onde t é uma varidvel auxiliar chamada parametro.

Teorema 18. Sejam = = x(t) e y = y(t) duas func¢ées definidas num certo intervalo. Se, em todos os pontos desse intervalo, as fungées * = x(t) e y = y(t) possuem derivadas

z/(t) # 0 e y/(t), entio tem lugar a igualdade

, dy , dy ,  dx
e S G YT g T T

Exemplo 56. Dadas as fungoes © = 3,y = t2, determine y/, .

2t , 2
= isto 6, ¥ = — .
312 R

Resolugédo. Temos zé = 3t2, y;/ = 2t. Logo, y;) =

Exemplo 57. Demonstre que a fun¢ao vy, dada na forma paramétrica
x(t) = 2t + 3t2, y(t) = t2 + 2t3,
satisfaz a equacdo y = (y;)2 + 2(y;)3
Resolugao. Calculamos
vi 2t + 6t2 B t + 3t2 _t(+3t) _,

’
Yp = — = = =

/) 2 + 6t 1+ 3t 1+ 3t

Assim,

y(t) = t2 + 265 = (y/)2% +2(y)°.

8.6 Exercicios

1) Determine a derivada da funcdo f(z) =e~ % ;
2) Determine a derivada da fungdo f(x) = 51In(1 — )2}

3) Determine a derivada da fungdo f(z) = /I F sin 2z ;
132 —
4) Determine a derivada da fungio f(z) = —— ;

x

5) Determine a derivada y/, da fungio dada na forma paramétrica @ = sin

6) Determine a derivada y/, da fungdo dada na forma paramétrica @ = a cost,

7) Determine a derivada y; da fungao dada na forma paramétrica = = a cos3 t,

8) Determine a derivadas y; da funcao dada na forma implicita z2 + 2zy — y2 = 2x;
22 ’y2

9) Determine a derivadas y; da funcao dada na forma implicita 3 + 3 =1;
a b

10) Usando o teorema da derivada da fungido inversa mostre que (arccosz)’ = —
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8.7 Respostas

1) —3z2e ;
10
2) - ;
1-a
3) ;
4 yh =-1;
A
5) yp = —ctg t;
A .
6) vy = —tgt;
1—z—y
oy =
z—y
, b2z
8) v =———s
aZy
22 42
9)
22

8.8 Tarefas

Para esta unidade o estudante deverd desenvolver as seguintes actividades:
1) Ler os paragrafos 8.3, 8.4 e 8.5 desta unidade;

2) No o livro Matemdtica Essencial para Andlise Econémica-Parte I, ler as paginas de 210 a 214, 234 a 238, 241 a 244 e resolver os exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,

9, 10 e 11 do paragrafo 6.8, exercicios 2, 4, 5, 6 e 8 do paragrafo 7.1, exercicios 1 e 2 do paragrafo 7.2;
3) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;
4) Resolver os exercicios do paragrafo 8.6 desta unidade;

5) Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 414, 418, 421, 430, 432, 435, 443, 445, 451, 453, 582, 588, 595, 601, 607, 613, 614, 615.

. ~
8.9 Auto-avaliagao

1) Enuncie a regra de cadeia;

2) Enuncie o teorema sobre a derivagao da fungao inversa;

3) Bscreva a férmula de derivagio duma fungio dada na forma paramétrica;

2 a? +4
4) Determine a derivada da fungiao f(x) = 7e™® +6zln2zc + /3 — 2z + — ;
Ed
5) Determine a derivada da fungdao f(x) = InlnlIn(sin 22 cos? ) ;

6) Dada a funcio implicita =3 + y3 — 2y — 7 = 0 determine y’(1), no ponto (1,2);

P
7) Usando o Célculo Diferencial, demonstre que arcsina + arccose = — , onde @ € [—1,1];
2

8) Usando o teorema da derivada da fungio inversa mostre que (arcsinz)’ =

9) O raio da base de um cilindro aumenta com a velocidade de 3cm/s e a altura diminui com uma velocidade de 2cm/s. Determine a velocidade de variagao

do volume do cilindro.
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8.10 Chave de correcgao

1) Veja o teorema enunciado no pardgrafo 8.3 desta unidade;
2) Veja o teorema enunciado no pardgrafo 8.4 desta unidade;

3) Veja o teorema enunciado no pardgrafo 8.4 desta unidade;

2
2 z< + 4
4) Determine a derivada da fungdo f(z) = 7e~ % +6xln2z + /3 — 20 + ——;
z
Resolugédo. Aplicando as regras de derivacdo temos:
, - 1 z2 — 4
f'(z) = —l4ze +6n2z+6—- —— + ———. N

+
V3 — 2z z2

5) Determine a derivada da fungado f(x) = Inlnln(sin 22 cos? ).

Resolugdo. Aplicando a regra de derivacdo para a funcdo composta temos:

(i 1o 1 (sin 2 0s? 2))’ [In In(sin 22 cos? )]’ [In(sin 22 cos? z)]’
nlnln(sinz“ cos® x)]" = = =
In In(sin 22 cos? z) In In(sin 22 cos? ) In(sin 22 cos? x)
(sin 22 cos? z)!

In In(sin 22 cos? ) In(sin 22 cos? z) sin 22 cos? =

(sin :1.'2)/ cos? @ + sin wz(cos2 )’
" Inln(sin 22 cos2 «) In(sin 22 cos2 ) sin 22 cos2 &
2z cos 22 cos? @ — 2sina? cos zsin -
In In(sin 22 cos? @) In(sin 22 cos2 z) sin 22 cos? z ’
6) Dada a fungio implicita 3 + y3 — 2y — 7 = 0 determine y’(1), no ponto (1,2);
Resolugédo. Temos:
2
y — 3z
32° + 31;2?/ —y—azy =0= 1//(31/2 —z) =y — 322 — y ==
3y2 —x
’ 2—-3 1
Assim, y(1) = ——— = ——. 1
3.22 -1 11
g
7) Usando o Célculo Diferencial, demonstre que arcsinz + arccosxz = — , onde = € [—1,1];
, 1 1
Resolugdo. Seja f(x) = arcsinz + arccosx, logo f'(r) = ——— — ———= = 0. Assim, concluimos que f(x) = C, onde C é uma constante.
V1 — a2 V11— 22
L
Pegando, por exemplo, o = 0 € [—1, 1] obtemos f(0) = arcsin0 + arccos0 = — =C. M
’ 1
8) Usando o teorema da derivada da fungdo inversa mostre que (arcsinz)’ = ——
1—
dx ’ dy
Resolugdo. Seja y = arcsinz, entdo = = siny, logo — = cosy = \/1 —sin? y = /1 — 22 . Assim, (arcsinz) = — = = | |
dy dx

1
dx
dy
9) O raio da base de um cilindro aumenta com a velocidade de 3cm/s e a altura diminui com uma velocidade de 2cm/s. Determine a velocidade de variacao

do volume do cilindro.

Resolugdo. A férmula que permite calcular o volume de um cilindro de raio r e altura h é V = mr2h. J4 que o raio e a altura variam em ordem ao

tempo, entdo elas sio fungdes do tempo, isto é, r = r(t) e h = h(t). Assim, V(t) = mr2(t)h(t). Derivando esta fungio volume em relagio & ¢ temos:

dv (t) dr(t) dh(t)
B ) h(t) + r2(t) —— | .
dt dt dt
dr(t) dh(t)
Pelas condigdes do exercicio temos = 3cm/s e —— = —2cm/s (aqui o sinal negativo deve-se ao facto da velocidade de variagdo da altura,

v (t)
segundo o exercicio, diminuir). Colocando estes dados na férmula acima obtida temos que

= w[6r(t)h(t) — 2r2(t)]. W
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9 Unidade IX. Derivadas e diferenciais de ordem superior

9.1 Introdugao

A derivada duma funcdo f é, habitualmente, chamada derivada de primeira ordem de f. Se f’ é também diferencidvel, entdo podemos derivar f’ de modo a

obter a derivada de segunda ordem e assim sucessivamente.

9.2 Objectivos

No fim desta unidade didédctica o aluno sera capaz de:

1) Determinar derivadas e diferenciais de ordem superior;

2) Aplicar a derivada de segunda ordem em problemas de cinemdtica.

9.3 Derivada e diferencial de ordem superior

Seja f’(z) a derivada da funcdo y = f(x) e suponhamos que esta derivada estd definida numa certa vizinhanga do ponto .

Definigéo 27. A expressao

f(e + Az) = f'(x)

Axz—0 Ax !

d?f (@)

caso ewista, chamaremos derivada de segunda ordem da fungdo f(z). A denotagio usada é: f'’(z) ou £(2)(z) ou S

T
A derivada de terceira ordem define-se como derivada da segunda derivada e assim sucessivamente. De modo geral, se é conhecida a derivada de (n — 1)- ésima

ordem e ela tem derivada no ponto x, entdo tal derivada chama-se derivada de n - ésima ordem da fungdo f(x) no ponto . A denotagao usada é: f(") (z) ou
d" f ()

dz™
A expressao

. Uma fungdo que possui a n- ésima derivada no ponto z( chama-se n vezes diferencidvel.

d" f(z) = f(n) (z)dz™

chamaremos diferencial de m - ésima ordem.

Exemplo 58. Dada a funcdo y(z) . (lz] < 1), determine y'’ ().

Resolugéo. Determinamos, primeiro, a derivada y’(x):

z'\1 — 22 — 2(y/1 — x2) 1

1-a? (1712)\/1712

v (x) =

Vamos determinar agora y”(:c) e, para tal, comegamos por logaritmizar a igualdade
1

!
y(z) = ————F——,
(1 —22)y/1 — 22

isto é,
3
Iny’(z) = —= In(1 — z2).
2
Derivando ambos os lados temos: .
y'(x) 3z " 3z , 3z
—_— e =y ()= —y ()= —————.
v/ (@) 1- 1-a? (1 —22)2y/1 — 22
2
Exemplo 59. Dada a func¢io y(z) = e~ %" | determine y'’ (z).

Resolugédo. Determinamos a derivada de segunda ordem por etapas. Primeiro, vamos procurar a derivada de primeira ordem. Assim,

y' () = (e~

Agora calculamos a derivada de segunda ordem:

V@) = W @] = (—2we= ) = 20

Exemplo 60. Determine dsy para a fungio y = x
Resolugdo. Por definicio, d%y = y(5)dyd = 120445 .

Exemplo 61. Determine d™y para a funcio y = e

Resolugéo. Por definicio, dy = (M) da™ . Sabemos que (¢%)(M) = e% | portanto d™(e?) = eTda™ .
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9.4 Sentido mecanico da derivada de segunda ordem

Suponhamos que o ponto material M desloca-se segundo o movimento rectflineo pela lei s = x(t). Como ji sabemos, a derivada s’ é igual a velocidade
instaAntanea do ponto: s’ = v. Vamos mostrar que a derivada de segunda ordem é igual a aceleragio do ponto material, isto é, s’/ = a.

Seja v a velocidade no momento t e seja v + Av a velocidade no tempo t + At. A relagao —v expressa a aceleracdo média do ponto material no tempo
At. O limite desta relagdo, quando A — 0, chamaremos acelera¢io do ponto M no momento dado ?te denota-se pela letra a, isto é, v/ = a. mas v = s, logo

a=(s') =s".

Exemplo 62. Determine a aceleragio dum corpo que se desloca sequndo a lei s = t3 + 2t no instante t = 2.

Resolugéo. Por definicio, a(t) = s’/ (t) = (t3 4 2¢t)’ = 6t, logo a(2) = 12.

9.5 Exercicios

1) Dada a fungdo y(x) = tg «, determine y’/(z);
2) Dada a funcio y(z) = (1 4+ z2)arctg x, determine y’/(z);

2

3) Seja u = ¢(x) duas vezes diferencidvel. Determine y'/(z), se y = u

u
4) Sejam u = ¢(x) e v = ¢ (x) fungdes duas vezes diferencidveis. Determine y”(m), se y =In —;
v

"’
) Seja f(z) uma fungédo trés vezes diferenciavel. Determine y  (z), se y(z) = f(x2);

o

11 1
6) Seja f(z) uma fungdo trés vezes diferenciavel. Determine y (), se y(z) = f (7) ;

P
5 Inx
7) Determine d2y para y = —— ;
x
8) Sejam u e v fungdes duas vezes diferencidveis. Determine d2y, se y = uv.

9.6 Respostas

2sinx
1) —
COSS xT
2z
2) ——— 4 2arctgx;
14 a2

3) 2(uu’’ +u'?);

4)

w2 - 2
5) 823f"(a?) + 122" (2?);

1 " . 6 " . 6 ’ Y .
0 ——5 1" /@) - — A/ - 21 /)
2lnxz — 3 2.

7 ————da
x

8) wd2v + 2dudv + vd?u.

9.7 Tarefas

Para esta unidade o estudante deverd desenvolver as seguintes actividades:
1) Ler os pardgrafos 9.3 e 9.4 desta unidade;
2) No livro Matemdtica Essencial para Andlise Econémica-Parte II, ler as paginas de 214 a 215, 218 a 219 e resolver os exercicios 1, 2, 3, 4, 5 ¢ 6 do paragrafo 6.9;
3) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;
4) Resolver os exercicios do pardgrafo 9.5 desta unidade;

5) Do livro de B. Demidovitch, resolver os exercicios 667, 669, 675, 679, 685, 689, 705, 712, 714, 722, 740, 741, 744.
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9.8 Auto-avaliagao

1) Defina derivada de ordem superior;

2) Dé a definicdo mecanica da derivada de segunda ordem;

3) Determine a derivada de segunda ordem da fungio y(z) = In f(x);

4) Sejam u = ¢(z) e v = P (x) fungdes duas vezes diferencisveis. Determine y’/(z), se y = uzv3;
e .

5) Seja f(x) uma fungdo trés vezes diferencidvel. Determine y (z), se y(z) = f(e%);

6) Mostre que a fungio

y=C1e % 4 Cper2®

satisfaz a equacédo

v (@) — (A1 + A2)y’ (@) + A1 xoy(z) =0,

onde C] e Cp sdo constantes quaisquer, A1 e Ag sdo constantes.

9.9 Chave de correcgao

1) Veja a definigio no pardgrafo 9.3 desta unidade;
2) Veja o sentido mecanico no paragrafo 9.4 desta unidade;

3) Determine a derivada de segunda ordem da funcdo y(z) = In f(x);

Resolugdo. Vamos considerar y(xz) como uma fungao composta. Assim,
2

, 1 (@) (@) f(@) = 5 ()

Vi@ = =y @) = e

a | ]
f(z) £2(=)

4) Sejam u = ¢(z) e v = ¢ (x) fungdes duas vezes diferencidveis. Determine y’/(x), se y = u2v3;
Resolugdo. Determinamos, primeiro, y'(y_'):
v = (@203 = 2uu’ 03 + 3u20’ 0?2 = wu(2u'v? + 3uve’).
Agora vamos diferenciar y’(z), isto é,

(") = (v + uv’)(2u 02 + 3uve’) + wv(2uv? + 4u’ v v + 3u’ v’ v + 3uv’ 2 + Buve’’) =

= 2u/203 4 2uu’/ 03 + 1200020 + 6u2vv’? 4362020, A

11
5) Seja f(x) uma fungdo trés vezes diferencidvel. Determine y (z), se y(z) = f(e®);

Resolugdo. Vamos determinar a derivada por etapas:

Y (@) = (™)) = (e®)e”;
v (@) = 11/ (e")e™) = () 4 f ()
V@) = (e 4 f (™)) =
= 7 (€®)eBT 4 2f" ()3T 4 f (7)o 4 (eT)e2® =

_ f”/(ew)e3:c 357 (%) 4 (%127, W
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6) Mostre que a fungio

y = C1eMT § Cpet2®

satisfaz a equacgao

” ’
y (@) = (A1 + A2)y (2) + A Agy(z) =0,
onde C71 e Cg sdo constantes quaisquer, A7 e Ao s@o constantes.

Resolugédo. Precisamos determinar 'y' e y” e, seguidamente, colocar na equacgao. Assim,
v/ (x) = C1A1eMT 4 Cyrge™2?,

v (@) = C A2 T 4 opaZer2®,

Em conclusdo temos:

(C1A2eMP 4 0oa3eM2%) = (A1 + A2)(C1A1eM® 4 Carge™2%) 4 A Ap(C1eM® 4 Ce™2%) =0,

portanto, y(z) = Cle’\lx + Cze/\2:': é solugao. M

superior
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10 Unidade X. Teoremas sobre funcoes diferenciaveis e estudo geral

de funcoes

10.1 Introducao

Vamos, nesta unidade, estudar uma série de teoremas que tém grande valor tedérico e pratico. Veremos como o sinal da derivada se relaciona com a monotonia duma

funcdo e iremos abordar a questdo de optimizacdo & uma varidvel. Com base nos teoremas estudados, iremos dar o esquema geral de estudo de uma fun.

10.2 Objectivos

No fim desta unidade didéctica o aluno serd capaz de:
1) Enunciar os teoremas sobre fungdes diferenciaveis;
2) Decompor fungées em séries de Taylor;
3) Modelar e resolver problemas simples de optimizagao;

4) Fazer o estudo completo duma fungdo e esbogar o seu gréfico.

10.3 Teoremas de Rolle, Cauchy e Lagrange

Teorema 19. (de Rolle7) Suponhamos que a fungio f(x) satisfaz as seguintes condigées:
1) f(z) € conttnua em [a, b];
2) f(x) € diferencidvel em (a,b) ;
3) f(a) = f(b).
Entao, existe um ¢ € (a, b) tal que f/(() =0.
Exemplo 63. Verifiqgue o cumprimento do teorema de Rolle, para a fun¢ao
fe) = (z — (x — 2)(z — 3).
Resolugdo. Vamos verificar o cumprimento das condigdes do teorema de Rolle em dois intervalos, nomeadamente [1,2] e [2,3]:
1) f(xz) é continua em [1,2] e [2,3];
2) f(x) é diferenciavel em (1,2) e (2,3);
3) f()=f(2)=0e f(2)=f(3)=0.
Entao, existe um ¢ € (1,2) e {2 € (2,3) tais que f’((i) =0, i =1,2. Vamos determinar {7 e (5. Comegamos por derivar f(x) e igualar a zero:
@)= (e —2)(x —3) + (& — 1)(z —3) + (& — 1)(a — 2) = 322 — 122 4+ 11 = 0.

Resolvendo esta equacao quadratica obtemos

, G2 =2+

“l8

Exemplo 64. A funcio f(z) = 1 — V&2 anula-se nos pontos ©1 = —1 ¢ x5 = 1, mas f'(z) # 0 no intervalo [—1,1]. Explique a “contradi¢io” aparente do teorema de Rolle.

"Michel Rolle (1652-1719) — matemético francés



54 ANALISE MATEMATICA I-Unidade X. Teoremas sobre funcées diferencidveis e estudo geral de funcgoes

Resolugéo. Vamos verificar qual das condigdes do teorema de Rolle ndo se cumpre. Vimos que f(—1) = f(1) = 0 e f(z) é continua no segmento [—1,1]. Vamos

verificar se ela é diferencidvel em (—1,1). Calculando a derivada de f(z) temos:

F(2) 2
z) = — .
3 Yz
No ponto @ = 0 € (—1,1) constatamos que f’/(0) ndo existe, portanto, f(z) nao é diferencidvel no intervalo (—1,1) o que, consequentemente, viola uma das

condic¢des do teorema de Rolle, explicando deste modo a “contradi¢cdo” aparente do teorema.
Teorema 20. (de Cauchy) Suponhamos que as funcées f(x) e g(x) satisfazem as seguintes condigées:
1) f(x) e g(=) sao continuas em [a, b] ;
2) f(x) e g(xz) sao diferencidveis em (a,b) ;
3) g'(z) #0 em (a,b).
Entdo, eziste um ¢ € (a, b) tal, que

F®) = fl@) _ 179
g(b) —g(a)  d'(Q)

2 ¢ g(x) = 23, ¢ justa no segmento [—1,1].

Exemplo 65. Diga se a férmula de Cauchy, para as func¢ées f(x) = =
Resolugédo. A férmula de Cauchy nao se cumpre, pois g/(.z‘) = 322 anula-se no ponto * =0 € (—1,1).
Teorema 21. (de LagrangeS) Suponhamos que a funcio f(z) satisfaz as seguintes condigoes:

1) f(x) € continua em [a, b];

2) f(x) € diferencidvel em (a,b).

Entao, eviste um ¢ € (a,b) tal, que f(b) — f(a) = £/ ()(b — a).

F(b) — f(a)
Demonstragéo. Facgamos ———————— = X. Vejamos, no segmento [a, b], a fun¢do auxiliar
b—a
F(2) = f(z) — Az,
que é continua no segmento [a, b], diferencidvel em (a,b) e F(b) = F(a). Para F(z) cumprem-se as condigdes do teorema de Rolle, consequentemente, existe

um ¢ € (a,b) tal que F/(¢) =0, isto 6, f/(¢)=x. N

10.4 Monotonia versus sinal da derivada. Formula de Taylor e regra de L’Hospital

Seja f:E— R, ECR, o9 € E.

Definigdo 28. Diremos que a fungdo f(x) ¢é crescente (decrescente) no ponto x( se existe uma vizinhanca de xg onde f(x) > f(xzg) (f(z) < f(zg)), se = > =g,

f(z) < f(zg) (f(z) > f(zg)) se = < zq.

Teorema 22. Se a fungio f(z) é diferencidvel no ponto zq e f'(zg) > 0 (f'(zg) < 0), entdo f(x) é crescente (decrescente) no ponto x( .
Teorema 23. Suponhamos que f(x) € continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b). As seguintes afirmagées sao equivalentes:
1) f(=) € crescente (decrescente) em [a, b];

2) f'(z) >0 (f'(z) <0)em (a,b).

Exemplo 66. Determine o(s) intervalo(s) de monotonia da fun¢io f(x) = 3z — z3 .

Resolugdo. Vamos, primeiro, derivar f(w):

f(z) =32 — 2% = f'(2) = 3 — 322,

Sabemos que se f/(x) = 3—3z2 > 0, entdo a funcdo f(x) é crescente. Resolvendo a desigualdade 3 — 3z2 > 0 temos que « € (—1,1). Portanto, f(z) = 3z — x>

é crescente no intervalo (—1,1).
Se f/(z) =3 — 322 < 0, entdo f(z) = 3z — x5 & decrescente. Resolvendo a desigualdade 3 — 322 < 0 temos que = € (—oo, —1) U (1, +00). Portanto,

f(x) = 3z — 23 & decrescente no intervalo (—oo, —1) U (1, 400) .

8 Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) — matemético francés
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Exemplo 67. Quais deverdo ser os valores do pardmetro o de modo que a fung¢ao

fl@) = — +(a - Da? + 22
seja sempre crescente?

Resolugdo. Para que uma funcgao seja crescente é necessdrio que a sua derivada, de primeira ordem, seja positiva. Assim,

(@) = (a? =122 +2(a — 1)z +2 > 0.

Para que esta expressdo, de segundo grau, seja sempre positiva é necessirio que o seu discriminante seja negativo e o coeficiente da parte literal de maior grau
seja positivo, isto é,

a2 -1>0,

4(a —1)2 = 8(a2 —1) < 0.
Assim,

0?2 —1>0=|a| > 1

4a-12-80a%2-1)<0=a?+20-3>0= o €] — oo; —3[U]1; +ool.

Definigdo 29. Scja f(z) wma fungio n -vezes diferencidvel no ponto z( . O polinémio

n 1 (B) (2g)
0 k
Tnwg (=) = 3. =" (= — =)
k=0 K
chama-se polinémio de Taylor? para a fungdo f(x), com centro no ponto @ .

No caso particular, quando @y = 0, entdo o polinémio chama-se polinémio de Maclaurin10.
Exemplo 68. Decomponha o polinémio P(xz) = 1 + 3z + 5z2 — 223 segundo poténcias de = + 1.
Resolugéo. Se a decomposigio é feita segundo poténcias de @ + 1 = @ — (—1) vemos que zg = —1. Vamos usar a férmula

3. pk)(—1)
Pa)= Y —— Z(z+1k.
k=0 k!

Temos que determinar P(k)(fl), k =0,1, 2,3 e colocar nesta férmula. Assim,
P(—1)=1+3(-1) +5(-1)2 —2(-1)3=1-3+5+2=5;
P/(z) =3+ 10z — 622 = P/(—1) = 3+ 10(—1) — 6(—1)2 =3 — 10 — 6 = —13;

P(2) = 10 — 120 = P'/(=1) = 10 — 12(=1) = 22; P(3) (z) = —12.

Portanto,

143 2_,3_._ 13 22 2 12 3 _
z + 522 — 223 =5 (z+1)+ —(z+1) (z+1)3 =
11 21 31
=5 —13(z + 1) + 11(z + 1) — 2(z + 1)3.

Teorema 24. Seja f(x) wma funcio definida numa certa vizinhanga do ponto o e n -vezes diferencidvel neste ponto. Entio,

F(@) = Tn wg (2) + o((z — 20)™). ©)

Esta férmula chama-se férmula de Taylor com resto na forma de Peanoll.

Teorema 25. Seja f(x) wma funcio (n 4 1) vezes diferencidvel numa certa vizinhanga do ponto xq . Entdo,

n ) (o (n+1)
PR LI PR Al

(= —m)" T, 3)
k=0 k! (n+1)!

onde ¢ =z + 0(x —20), 0< 6 < 1.

9Brook Taylor (1685-1731) — matemdtico inglés
10Colin Maclaurin (1698-1746) — matemdtico escocés

1 Giuseppe Peano (1858-1932) — matemadtico italiano
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A férmula (3) chama-se férmula de Taylor, para a fungdo f(z), com resto na forma de Lagrange.
Exemplo 69. Decomponha a funcdo f(x) = In(1 + =) na férmula de Maclaurin, até z*, e apresente o resto na forma de Lagrange.

Resolugéo. Vamos aplicar a férmula

10 5 SO 5 1P@ 4 10 s
, :

f(z) = £(0) + £/ (0)x + 0<6<1.
3! 41 51
Temos:
. v 1 ! 1" 1 o1
f0)=m(1+0)=n1=0, f'(z) = —— = f(0) =1, f'(2) = —— = f"(0) = —1;
1+a 1+ )2
2 6 24 24
@)= ——— = =2, fD@)=——— — Doy =6, fO (@)= —— — fO (o) = —— .
(1+z)3 1+ )4 1+ )5 (1 + 6x)5
Logo, vira:
2 3 4 5
1n(1+:1:)::1:—ix2+ix3—£x4+$x5:x—i r_zr Iir
2! 3! 41 51(1 + 0x)° 2 3 4 5(1 + 0x)°

Teorema 26. (de L’Hospilall2) Suponhamos que se cumprem as seguintes condig¢oes:
1) as fungées f(x) e g(x) estdo definidas e sio diferencidveis numa certa vizinhanca do ponto @ com excepcdo, talvez, do proprio ponto () ;
2) Ignzo f(z) = Igrgo g(x) =0;
3) g'(z) # 0 na vizinhanga do ponto xqy com excepg¢do, talvez, do préprio ponto xq ;

’
4) existe lim m
TSTO gl (1)

Entao,
f@) o)

= im .
T=EO gl (z)

lim
THLO g ()

Exemplo 70. Usando a regra de L’Hospital calcule

sin az

lim .
xz—0 tg Bax

Resolugdo. Facilmente se verifica que temos uma indeterminagao do tipo 0/0. Pelo teorema de L’Hospital

sin ax o cos ax cos2 Bx a
lim = lim = —.
z—0 tg B z—0 B B
Exemplo 71. Usando a regra de L’Hospital calcule
tg © — x
lim ——
x—0 3

Resolugdo. Temos aqui uma indeterminacao do tipo 0/0. Assim,

tg @ —a 1 0
lim = lim ( - 1) +322 = ~n
x—0 3 =0 \ cos2 ¢ )
Voltamos a aplicar a regra de L’Hospital:
tgx — 1—cos?zx sin? z 2sinx cos 1
lim = 1 = lim = lim = T,
0 23 230 322 cos2 @ x50 322 z0 6 3

10.5 Extremos locais. Estudo geral duma funcgao

Seja f:Ew— R, ECR.

Definigdo 30. A recta * = c¢ ¢ assimptota vertical do grdfico da fungio f(x) se pelo menos wm dos limites lim+ f(z) ou lim f(xz) €igual @ +00 ou —oo.
T—rc T—rcT

Definigdo 81. A recta y = a ¢ assimptota horizontal do grifico da funcio f(z) se _lim_f(z) = a.
Definigdo 82. A recta y = kx + b ¢ assimptota obliqua da fung¢io f(xz) se f(x) — (kx + b) = a(x), onde a(x) — 0, quando © — +oo. Os coeficientes k e b
calculam-se do seguinte modo:
) f(=)
k = lim e

b= 1i — kx].
r—+oco g T—:r-lr—loc[f(z) @]

Do mesmo modo se define a assimptota obliqua, quando z — —oo.

12Guillaume Francois A. de L’Hospital (1661-1704) — matemdtico francés
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Definig@o 383. Diremos que a fung¢io f(x) atinge no ponto xg € E o seu maximo local (minimo local) se existe uma vizinhan¢a U(xg) de xg tal que f(x) < f(xzqg)

(f(z) > f(zg)) qualquer que seja = € U(zg) \ {mg} -
Teorema 27. (de Fermat'3) Se a fungio f(x) atinge no ponto g wm mdzimo ou minimo local, entio f'(zg) = 0 ou f'(xg) ndo existe.

Demonstragdo. Seja f(z) uma fungado definida na vizinhanga U(zg) do ponto z( e, sem limitagdo da sua esséncia, suponhamos que f(x) atinge no ponto

z( o seu maximo local. Entdo,

y W ZFED S e e < g
:E*Q?O

gy LB 1@ e s .
T — xQ

Pela condigdo do teorema, se a fungdo f(x) tem derivada no ponto zq, entdo f;(zo) = f (zg). Pegando em 1) e calculando o seu limite, para = — za temos

f! (zg) > 0; pegando em 2) e calculando o seu limite, para = — zo+ temos f’+<x0) < 0. Significa que f’(zg) = 0 ou ndo existe. M

Teorema 28. Suponhamos que no ponto xg a funcdo f(x) atinge um mdzimo (minimo) local e que nesse ponto f(z) tem derivada de segunda ordem. Entdo, f''(zg) < 0

(" (zg) > 0).
Exemplo 72. Determine os extremos locais da fungio f(x) = x5 — 622 + 9z — 4.

Resolugio. Comegamos por determinar o(s) ponto(s) estacionario(s) e, para tal, diferenciamos f(z) e igualamos a sua derivada & zero:

fl(z) =322 — 122 +9 =0 => 21 = 1, xo = 3.

Vamos agora determinar a derivada de segunda ordem e calculd-la para os valoresde z =1 e = = 3:
f(z) =6z —12= f'(1)=-6<0, f/(3)=6>0
portanto a fungao f(xz) = z3 — 622 + 92 — 4 atinge nos pontos * =1 e = 3 o seu maximo f(1) =0 e o seu minimo f(3) = —58, respectivamente.

2(x + 2)2 + 4z

Exemplo 78. Dada a fun¢io f(z) = ————————— | determine o valor de @ que minimiza f e prove, usando o teste da derivada de segunda ordem, que é mesmo um minimo.
z

22

2 -8
Resolugédo. Derivamos a funcao f’(m) = — e igualando a zero obtemos = = —2 ou z = 2. Calculando a segunda derivada nestes pontos temos que
x

F"(=2) <0 e f7(2) >0, logo & = 2 minimiza f.

Exemplo 74. Os gastos didrios de navegagio sio compostos de duas partes: gastos fizos, iguais @ L ddlares e gastos varidveis, que aumentam proporcionalmente ao cubo da velocidade

de navegagao. Qual deverd ser a velocidade de navegagao de modo que os gastos sejam minimos?
Resolugédo. Suponhamos que o barco ja navegou S km em T dias. Entao, os gastos totais sao dados pela férmula

G =TL + kTv3,

onde k é o coeficiente de proporcionalidade. Sabemos que T = — , dai que
v

5 2
G(v) = 2L + kSv2.
v

Calculamos a primeira derivada de G e vamos determinar os pontos estaciondrios:

, SL
G'(v)=—-— +2kSv=0= v =
v

Portanto, para que os custos sejam minimos a velocidade de navegagio deverd ser v = km/dia.

Exemplo 75. Determine o maior e menor valor da fungio f(x) = 324 + 423 + 1, no segmento [—2,1].
Resolugdo. Comegamos por determinar os pontos criticos desta fungao, para tal derivamos e igualamos a derivada a zero: f/(z) = 1223 4+1222 = 1202(24+1) = 0.
Obtemos os pontos @] = 0 € [~2,1] e @y = —1 € [—2,1]. Determinamos f(0) = 1, f(—1) =0, f(—2) = 17 e f(1) = 8. Concluindo, fmaz = 17 € fyin = 0.

13P. Fermat (1601-1665) — matemético francés
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ANALISE MATEMATICA I-Unidade X. Teoremas sobre funcées diferencidveis e estudo geral de funcgoes

encontra abaizo (acima) de qualquer recta tangente.

Teorema 29. Se f(x) ¢ duas vezes diferencidvel nesse intervalo (a, b), entdo f'’(x) < 0 no caso da concavidade estar virada para baizo ou f'’(x) > 0 no caso da concavidade

estar virada para cima.

O ponto onde a concavidade muda de orientacdo chama-se ponto de inflexdo.

derivada de segunda ordem, entdo f'/(zg) = 0.

2)

3)

4)

6)

7)

8)

9)

10)

Esquema geral de estudo de uma fungéo

Determinar o dominio de definigdo e estudar esta fungdo nos pontos de descontinuidade e de fronteira;

Verificar a paridade da funcao;

Verificar periodicidade da fungao;

Determinar as assimptotas verticais e obliquas;

Determinar os zeros da fungio;

Determinar os pontos criticos, isto é, os pontos pertencentes ao dominio da funcdo, onde a sua derivada anula ou nao existe;

Determinar os intervalos de monotonia e extremos locais da fungao;

Determinar os pontos de inflexao, isto é, os pontos onde a segunda derivada anula ou nao existe;

Determinar os intervalos onde o grafico tem concavidade virada para cima ou para baixo;

Esbogar o grafico da fungao.

10.6 Exercicios

1

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Determine o(s) ponto(s) ¢, na férmula de Lagrange, para a funcgao

0.5(3 — 22), se 0

IN
8

IN
=

flz) =
se 1<z < +4oo

no segmento [0, 2] ;

Na curva y = o3 determine o ponto onde a tangente é paralela & corda que une os pontos A(—1,1) e B(2,8);

Decomponha a funcdo f(z) = e em poténcias de z e apresente o resto na forma de Lagrange;
z2 n

Avalie o erro absoluto da férmula e 1+ az+ — + -+ -+ —, 0<z < 1;
2! n!

Decomponha a fungdo f(z) = sinz em poténcias de = com resto na forma de Lagrange;

Quais deverdo ser as dimensdes duma lata fechada de forma cilindrica de volume Vj, de modo que a sua superficie total seja minima?

A tabela dada

z —V3 -1 0 1 V3
F(z) 0 -2 0 2 0
@) | - - - ol + |+ |+ o | -] -]-
@ |+ + + + |+ o -]-]1-1-1-=

resume o comportamento duma fungao real de varidvel real f(x). Diga qual das afirmagdes é falsa ou verdadeira:

(a) O dominio de f(z) é todo o conjunto dos nimeros naturais N;

Diremos que o grifico da fun¢io f(x) tem no intervalo (a,b) C E uma concavidade virada para baixo (cima) se neste intervalo (a,b) este grdfico se

Se (zqg, f(zg)) é o ponto de inflexdo do gréafico da fungao f(x) e se existe
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(b) A imagem de —1 & —2;
(c) O conjunto de valores de = que anulam f(z) é {—+3,0,V3};

(d) O ponto com coordenadas (—1, —2) é ponto de minimo local;

(e) O ponto com coordenadas (1,2) é ponto de méaximo local;

(f) A funcdo f(z) decresce para valores de = €] — 1, 1[ e cresce para valores de = €] — oo, —1[U]1, +00[;
(g) Para valores de = €] — 0o, 0[ a fungdo f(z) tem concavidade virada para cima;

(h) O ponto de inflexdo da fungao f(xz) é (0,0);

8) Baseando-se nos dados da tabela do exercicio anterior, esboce o grafico de f(x).

10.7 Respostas

1) ¢=0.5¢e ¢ =V2;

2) (1,1);
2 oz
3) em— 35 4 ¢ ontl gcg<n;
k=0 k! | (n+ 1)
oz 0
e e
4 R z)| = P < < 5
) g (@) (n+ 1) (m+ 1! (n+ 1)
n m2k71 2n

5) sinz= > (-1 4sin(0z + nw) ;

k=1 (2k — 1)1 (2n)!

6) As dimensées do cilindro, para que a sua superficie total seja minima, deverao ser

7)  (a) Falsa;
(b) Verdadeira;
(c) Verdadeira;
(d) Verdadeira;
(e) Verdadeira;
(f) Falsa;
(g) Verdadeira;

(h) Verdadeira.

10.8 Tarefas

Para esta unidade o estudante devera desenvolver as seguintes actividades:
1) Ler os pardgrafo 10.3, 10.4 e 10.5 desta unidade;
2) No o livro Matemdtica Essencial para Andlise Econémica-Parte II, ler as paginas de 291 a 328 e resolver os exercicios 1 e 2 do pardgrafo 8.1, exercicios 1, 2, 3,
4,5, 6, 7, 10 do paragrafo 8.2, exercicios 1, 2 e 3 do pardgrafo 8.3, exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 do paragrafo 8.4, exercicios 1, 2, 3, 5 e 6 do paragrafo
8.5, exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 do paragrafo 8.6, exercicios 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 do pardgrafo 8.7;

3) Elaborar uma lista dos principais conceitos abordados;

4) Resolver os exercicios do pardgrafo 10.6 desta unidade.
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10.9 Auto-avaliacao

1) Enuncie os teoremas de Rolle, Cauchy e Lagrange;
2) Enuncie o teorema sobre monotonia;

3) Enuncie o teorema de Fermat;

1

1
4) Avalie o erro da férmula e ~ 1+ — + R
2 2122 3123 4124 5125

Resolugédo. Comegamos por pegar a fungio e? e vamos decompo-la em poténcias de z, segundo a férmula de Maclaurin:

N S T B L
e’ =14+x+ — + —_— —_— T
2! 3! 41 5! 6!
1
Colocando = = — temos:
2
e 1 1 1 1 e0/2
e=1+ -+ — =t —=
2 2122 3123 4124 5125 6126
'\f ( 1 1 1 1 1 ef/2 Ve m
e—(1+ -+ + +—+ )‘ = .
2 2122 3123 4124 5125 6126 6126

r—x2
5) Decomponha a funcio f(z) = e2¥~%" om poténcias de = até x> e apresente o resto na forma de Peano;

Resolugédo. Vamos usar a férmula de Maclaurin para o caso quando n = 3 e o resto na forma de Peano, isto é,

3. 1By 4
—_— T

F) =3 +o@®).
k=0 k!
Temos:
2
FO =1 @) =@-20e277 = 0 =2
" 20— 22 2 20—a2 ”
1 (x) = —2¢ + (2 — 22)%e — 0= —24+4=2
20—22 _ 2 20— 22 3 20—a2 (3)
= —2(2 — 2x)e —22(2 - 2a)e + (2 - 22)3e = f®o)y=-4-8+8=—4a.
Portanto,
2 2 4 2
2rm2% 1 Taoy T2 - — 2 p o) = 1420+ 22 - 223 403, M
! 2! 3! 3

6) Decomponha a fungéao e~ 22 pelo polinémio de Taylor de poténcias de = até n = 3 e apresente o resto na forma de Lagrange;
n gk n (72)kmk
Resolugédo. Sabemos que e® = Z —— + Rp () . Substituindo, nesta igualdade, = por —2z vem e 2% — Z ————— + Rp(z). Logo,
k=0 k! k=0 k!
—22 2 _ 43
e T =1-2x+ 2z — —z° + Ry(x),
3

f(4>(() 4 16e 26 24 2e—2C 4
™ = = .

onde Ry(z) =

41 41 3
7) De todos os rectangulos de drea S determine aquele cujo perfmetro é menor;

Resolugédo. Denotemos por = e y os lados do rectangulo. Entéao,

So
Sp=zy = y= —.
x

O perfmetro dum rectangulo é

So
P(z) =2z + 2—.
x

Temos que determinar os pontos de extremos para a funcdo P(z) e para tal vamos derivd-la e igualar a derivada & zero:

’ 2So
P (m):2——2:0:>$:\/50.
@
Calculamos a segunda derivada:

455 4
P (z) = 730 — P""(\/5g) = — >0,
®

VSo

portanto, a fungio P(z) atinge o seu mfnimo, quando y = @ = \/5q , isto é, quando é um quadrado. M
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) Dada uma esfera de raio igual a R, inscreveu-se um cilindro de maximo volume. Determine a altura x e o didmetro da base y do cilindro;
Resolugdo. Denotamos por @ e y a altura e didmetro do cilindro. Entdo, y = \/4R2 2, logo o volume do cilindro é modelado pela férmula V(z) =
4R? — 2® 2 ’ 2 3 2
| ———— |2 =7R*c— —— , onde = € [0, 2R]. Vamos determinar o maior valor da fungdo V(z) no intervalo [0,2R]. Como V'(z) = nR* — —7a”,
4 4
, 2RV3 . 3 2RV3
entdo V'(z) = 0 se = = e além disso V() = ——7mx < 0. Vemos que x= = é ponto de méximo. Como a fungdo possui somente um
2 3
2RV3 RV3
ponto critico, entdo o cilindro terda o seu maior volume quando a altura é igual a = = . Concluindo, a altura é igual a e o diametro é igual
3
2RVE
.o
3

10.10 Chave de correcgao

1) Veja os teoremas no pardgrafo 10.3 desta unidade;

2)

3)

4)

5)

6) Decomponha a fungio e 2%

1! 2! 3!

Veja o teorema no parigrafo 10.4 desta unidade;
Veja o teorema no pardgrafo 10.5 desta unidade;
1 1 1 1
Avalie o erro da férmula /e ~ 1+ — + 4+ — 4+ —;
2 2122 3123 4124 5125
Resolugdo. Comegamos por pegar a fungio e? e vamos decompo-la em poténcias de z, segundo a férmula de Maclaurin:
. .
e 14+z4+ — 4+ — + - 5.
2! 3! 4! 5! 6!
1
Colocando @ = — temos:
Ve 1 1 1 1 /2
e=1+—+ —t——+t -+ —F=
2 2122 3123 4124 5125 6126
6/2
1 1 1 1 1 e Ve
e—(1+ -+ —+—+ = < -
'\F ( 2 o2 o tant T o )| 6126 6126
. . 20— 22 U : 3 3
Decomponha a fungao f(z) = e em poténcias de = até z° e apresente o resto na forma de Peano;
Resolugdo. Vamos usar a férmula de Maclaurin para o caso quando n = 3 e o resto na forma de Peano, isto é,
3 f(k)(o)
k 3
flz)y = > — = + o(z”).
k=0 k!
Temos:
_ 2
FO =1 @) = @=-200277 — f(0) = 2
" 20— 22 2 20—a? ”
Fl(z) = =277 L (2 —22)%e®* 7T — f(0)= —2+4=2;
2 2 2
£ (@) = —2(2 — 22)e? 7T _22(2 — 24)e2T %7 4 (2 - 24)327 777 — B0y = —4—8 4+ 8= —a.
Portanto,
.2 2 2 4 2
2277 14 o T2 - i3t o) =142e 422 - 223 4023, A
3

pelo polinémio de Taylor de poténcias de & até n = 3 e apresente o resto na forma de Lagrange;
n k

) 2 n_(_o)kgk
Resolugdo. Sabemos que e® =

onde Ry(z) =

5" = + Rp(z). Substituindo, nesta igualdade, = por —2z vem e~ 2% = >

= 4 Rn(). Logo,
k=0 k! k=0 K

4
eT2% =1 — 22 + 222 — —23 4 Ry(a),
3

F®©) 4, 16e72¢at 2072054
x = .

4! 4! 3

7) De todos os rectangulos de drea S determine aquele cujo perimetro é menor;

Resolugdo. Denotemos por = e y os lados do rectangulo. Entéao,

So
Sog=ay = y= —.
z
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O perfmetro dum rectangulo é

So
P(z) =2z +2—.
x

Temos que determinar os pontos de extremos para a funcio P(z) e para tal vamos derivé-la e igualar a derivada & zero:

Calculamos a segunda derivada:

portanto, a fungdo P(x) atinge o seu minimo, quando y = = = /Sg, isto é, quando é um quadrado. n

Dada uma esfera de raio igual a R, inscreveu-se um cilindro de médximo volume. Determine a altura z e o didmetro da base y do cilindro;

Resolugédo. Denotamos por = e y a altura e didmetro do cilindro. Entédo, y = 4R2 , logo o volume do cilindro é modelado pela férmula V(z) =

2 2 3
4R* — x 2 T , 5 3 9
7| —— ) a2 =mR“z— —— , onde = € [0,2R]. Vamos determinar o maior valor da fun¢ao V (z) no intervalo [0,2R]. Como V'(z) = R — — 7z
4 4

n s
, 2RV3 . 3 2RV3
entdo V'(z) = 0 se = = e além disso V() = ——7mx < 0. Vemos que z= = é ponto de méximo. Como a fungdo possui somente um
3 2 3
2RV3 2RV3
ponto critico, entdo o cilindro terd o seu maior volume quando a altura é igual a = = . Concluindo, a altura é igual a e o diametro é igual
3
2RVE
a . n
3

Ensinar é lembrar aos outros que eles sabem tanto quanto vocé...
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